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Introduccid

INTRODUCCIO

En aquesta tesi s’aborda 1’estudi de la turbuléncia convectiva, a partir d’un treball
experimental realitzat a 1’estany de Banyoles. Més concretament, els objectius
s’emmarquen en dues categories diferents. En la primera, es pretén sistematitzar el marc
teoric-conceptual de la turbuléncia i més concretament de la turbuléncia convectiva, el
qual es troba molt dispers a la bibliografia i1 sovint enfocat des de perspectives prou
diverses. Dins aquest primer objectiu també es pretén sistematitzar tot un conjunt
d’eines experimentals de tractament de dades que ens permetran obtenir els valors de les
velocitats de dissipaci6 de I’energia cinctica turbulenta i de la variancia de temperatura
de forma automatica y obtenir els fluxos turbulents. També volem abordar la
caracteritzacio del les escales turbulentes, pel que treballarem amb 1’escala de Thorpe 1
utilitzarem 1’analisi d’ondetes del senyal de microstructura térmica. Dins la segona
categoria d’objectius, aquests aplicats directament a 1’estany de Banyoles, es pretén
aplicar els conceptes desenvolupats al primer objectiu en dos sistemes convectius, un de
tipus plomall 1 I’altre del tipus multidifusiu. Dins aquest context, en els dos primers
capitols es presenta teoricament com s’obtenen els fluxos turbulents 1 s’introdueixen els
fenomens convectius, i en el tercer 1 quart capitols es descriuen tot un conjunt d’eines
d’analisi experimental que ens serviran per a I’estudi del cas concret de la convecci6 al

fons de I’estany de Banyoles.

En el capitol 1 es recopila el marc conceptual actual en qué entenem la turbuléncia en
els fluids en general i per al cas estadisticament homogeni. Tot i1 la natura caotica dels
fluxos turbulents, la presumpcidé d’homogeneitat ens permetra disposar d’un conjunt
d’eines estadistiques, com els espectres tridimensionals, 1 els unidimensionals, els quals
en condicions d’isotropia local prenen formes universals. Aixi, es recopila 1 es
desenvolupa el formalisme matematic al voltant dels espectres, tant el corresponent al
camp de velocitats com el corresponent als diferents camps escalars que afecten la
densitat —com la temperatura o les concentracions—. Per evitar una carrega
matematica excessiva per a una lectura agil d’aquest treball, una part de les
demostracions s’ha derivat cap a I’apéndix B, tot i que les demostracions corresponents

a la variacio temporal de I’espectre de 1’escalar en condicions d’estratificaci6 térmica i
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amb un perfil de la velocitat amb cisallament constant no es troben a la bibliografia
sobre turbuléncia homogenia i, per tant, s’han desenvolupat totalment dins el context
d’aquesta tesi. La resta de propietats sobre els espectres que apareixen al capitol 1 i
I’apendix B s’han recopilat de textos classics com els de Hinze o Batchelor, amb canvis
en la notacié i amb algunes de les demostracions desenvolupades d’una manera

alternativa i pensem que més clara.

En el capitol 2 s’analitzen els fluxos convectius, caracteritzant-los a partir de ’estudi de
I’estabilitat per a una capa de fluid immobil. Aquest estudi considera el cas genéric en
que la densitat depén de diferents camps escalars, com la temperatura i diverses
concentracions, els quals tenen una certa estratificacié. En aquest sentit, I’apéndix A
mostra la dependéncia que té la densitat respecte a la temperatura 1 les diferents
concentracions, aixi com altres propietats mecaniques del sistema fluid trobat a
Banyoles. El cas més senzill d’inestabilitat convectiva, conegut per conveccio de
Rayleigh-Bénard, és aquell en que la conveccio ¢s deguda només a I’estratificacio d’un
camp (temperatura o alguna concentracid), de manera que el perfil de la densitat creixi
en altura. En aquest treball es repassen diferents models 1 lleis de transport térmic
corresponents a la conveccid de Rayleigh-Bénard. En aquestes lleis el flux de calor
adimensional —anomenat nombre de Nusselt— és una funcid del terme de forcament
adimensional —anomenat nombre de Rayleigh— 1 de les propietats moleculars —

considerades a través del nombre de Prandtl—.

Per no treure linealitat al text, a apéndix C es presenta una analisi bidimensional i
simplificada de la conveccido de Rayleigh-Bénard, aplicable al rang no turbulent —
nombres de Rayleigh per sota de 10°—, que s’ha fet utilitzant el formalisme dels
sistemes dinamics que va ser introduit per primer cop per Lorenz, i per tant porta el seu
nom. Tot i la simplicitat del model, la resolucié numerica d’aquest sistema d’equacions
ens ha permes obtenir el nombre de Nusselt en funcié del nombre de Rayleigh per al cas
de I’aigua (nombre de Prandtl fixat), és a dir, la llei térmica del sistema. Per al cas de
nombres de Rayleigh prou grans —per sobre de 10° —, el comportament és turbulent i
encara no s’ha trobat cap model ni llei per al flux que es pugui corroborar

experimentalment en totes les configuracions de nombres de Rayleigh 1 Prandtl. Dins
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d’aquest context, 1 ara si dintre el text principal, s’han revisat diferents models

convectius historics fins a arribar al més recent —el de Grossmann—.

Seguidament, s’analitzen els fenomens multidifusius que es desenvolupen a partir d’un
tipus d’inestabilitat predita en forma teorica fa uns 50 anys, i que sorgeix quan els
diferents camps escalars que afecten la densitat en forma contraria —temperatura i
concentracions— tenen difusivitats prou diferents 1 I’estratificacié de la densitat és
lleugerament decreixent en altura —estaticament estable—. En aquest cas, el perfil de la
densitat acaba evolucionant de manera que es formen escalons per la temperatura,
concentracions, i per tant per la densitat. El cas més analitzat és 1’anomenat de doble
difusio, en el qual, a més de la temperatura, només hi ha un camp que afecti la densitat
—p. e., la salinitat—. Aquest tipus de procés convectiu s’ha pogut mesurar comptades
vegades en sistemes aquatics naturals, pero, tal com han comentat alguns autors, pot
tenir una importancia decisiva entenent els fluxos de calor i massa dins I’ambit de
I’oceanografia. El flux térmic de doble difusi6é ha de dependre dels forcaments, que en
aquest cas son el nombre de Rayleigh térmic 1 la rad d’estabilitat de la densitat, 1 del
nombre de Prandtl. En aquest treball revisem els models existents i les lleis per als

fluxos que se’n deriven.

En el capitol 3 es presenten diferents eines —algunes de les quals es desenvolupen en
aquest treball— que ens permetran obtenir informacio6 dels fluxos turbulents a partir de
mesures experimentals. En aquest context també es detallaran les propietats técniques
del perfilador utilitzat per a la part experimental d’aquest treball, el qual disposa de
sensors de precisi6 amb que caracteritzarem 1’escala gran —temperatura, pressio,
conductivitat eléctrica 1 terbolesa—, 1 d’altres de microestructura —cisallament 1
temperatura— amb que caracteritzarem la turbuléncia. El perfilador travessa
verticalment la regi6 del fluid que volem estudiar, i les séries temporals mesurades pels
diferents sensors son transformades en series espacials sota la hipotesi de Taylor o del
camp congelat. Les series espacials sorgides dels sensors de microestructura ens
permeten obtenir experimentalment els espectres unidimensionals de la temperatura i
del cisallament de forma local, per a una regi6 de 1’espai que a priori hem assumit que

té un comportament estadisticament homogeni.
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Dintre del mateix capitol es presentara un meétode per trobar el millor ajustament dels
espectres unidimensionals obtinguts a partir de les dades experimentals amb espectres
teorics, el qual dependra del ritme de dissipacié d’energia cindtica turbulenta, £, 1 a
més, en el cas dels espectres de camps escalars (com la temperatura o les

concentracions), també dependra del ritme de dissipacidé de variancia, &,.

Concretament, es proposa ajustar els espectres experimentals als tedrics considerant
sobre aquests ultims un model de soroll 1 utilitzant el métode estadistic de I’estimacié de
la maxima versemblanca. Aquest ajust permetra obtenir el valor de les dissipacions 1
aixi, a partir dels balancos energetics exposats al capitol 1, obtenir el nivell de

turbuléncia i la barreja del sistema fluid.

Habitualment, els models fisics que intenten descriure —si més no estadisticament— el
comportament de les escales més petites dels camps turbulents no prediuen directament
els espectres unidimensionals, sin6 els espectres tridimensionals, dependents del modul
del nombre d’ona tridimensional. Assumint un comportament isotropic sobre els camps
turbulents, almenys local o per a les escales més petites, €s possible obtenir els espectres
unidimensionals a partir dels tridimensionals. El model d’espectre tridimensional de la
velocitat, o també anomenat de [’energia, que utilitzarem en aquest text és el de
Panchev 1 Kesich, amb una gran acceptacié actualment entre la comunitat cientifica, el
qual és aplicable per a les escales més petites, aixo €s, els rangs inercial 1 dissipatiu.
Encara que I’espectre del cisallament corresponent a aquest espectre no té solucid
analitica (només numeérica), darrerament s’ha imposat sobre dependéncies amb origen
empiric prou utilitzades en el passat —com per exemple I’espectre de Nasmyth—. En
aquest text s’obtindra numericament I’espectre del cisallament corresponent al model de
Panchev 1 Kesich, 1 a més s’ajustara una dependencia analitica per utilitzar metodes
automatics d’ajust d’espectres. Respecte a 1’espectre tridimensional de la temperatura
dins els rangs viscos difusiu 1 viscOs convectiu, corresponents a les escales més petites
que afecten el camp térmic turbulent, tradicionalment s’ha utilitzat el model de
Batchelor, encara que aquests ultims anys s’esta comengant a plantejar la possibilitat de
fer servir el model de Kraichnan. Tots dos models accepten solucions analitiques per als
espectres unidimensionals corresponents. Encara que en aquest text s’han ajustat els dos
models d’espectre termic, les dades de dissipacié obtingudes al capitol 4 s’han extret de

I’ajust del model de Batchelor, utilitzat encara majoritariament per la comunitat
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limnologica i oceanografica. Tot i que el metode automatic d’ajust d’espectre amb
I’estimaci6 de la maxima versemblanga és aplicable tant per al cisallament com per a la

temperatura, en aquest text només es desenvolupara per al segon cas.

També¢ dins el capitol 3 s’han introduit dues eines més per analitzar les escales de la
turbuléncia, els desplagaments de Thorpe i1 D’analisi espectral per ondetes. Els
desplagaments de Thorpe consisteixen a determinar els moviments verticals de les
particules de fluid per obtenir un perfils monotonitzats o ordenats a partir del perfil
mesurat d’un camp escalar determinat. A partir d’aquests desplagaments es pot obtenir
I’escala de Thorpe, la qual es considera com la caracteristica del continu de remolins
que conformen el camp turbulent. Finalment es presenta 1’espectre d’ondetes, com una

alternativa a I’espectre classic de Fourier.

Al llarg del capitol 4 es recopilaran tot un seguit d’estudis experimentals efectuats sobre
les surgencies de 1’estany de Banyoles, i s’utilitzaran els conceptes i les eines presentats
en els capitols anteriors per interpretar aquests resultats. En la primera part d’aquest
capitol, 1 utilitzant dades de microestructura térmica, s’analitzen les propietats del
plomall desenvolupat sobre un llit fluiditzat calent format al fons de I’estany de
Banyoles, en concret en una de les cubetes coniques per on entra I’aigua que emplena el
llac. Per fer aquest tractament s’utilitzen dades corresponents a diferents campanyes que
s’han dut a terme durant diversos anys. En la segona part del capitol s’analitzen unes
estructures de tipus escalons amb origen multidifusiu que es van mesurar durant una de
les campanyes efectuades. En aquestes estructures s’ha mesurat el flux térmic per mitja
de dos procediments diferents, i s’han contrastat aquests valors amb els models
existents. Finalment, utilitzant les eines estadistiques esmentades al capitol 3, s’han

pogut obtenir resultats sobre algunes lleis d’escala relacionades amb la conveccio.
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Capitol 1 Turbuléncia

CAPITOL 1
TURBULENCIA
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1.1. Introduccio

Ja fa gairebé cinc-cents anys dels estudis sobre fluxos d’aigua amb obstacles i sobre
tempestes 1 diluvis que Leonardo da Vinci (1452-1519) va plasmar en diferents lamines
amb dibuixos (vegeu-ne dos exemples en la figura 1.1). S’acostuma a fixar aquests
treballs com el comengament de 1’estudi de la turbuléncia en fluids (turbolenza), encara
que des d’un punt de vista purament descriptiu. Leonardo, en una de les seves
anotacions dels voltants del 1510, i potser avancant 1’anomenada descomposicié de

Reynolds, escriu (Lumley, 1992):
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Figura 1.1. A ’esquerra, lamina anomenada Estudis sobre el flux de I’aigua (1509-1511). A la dreta,
Tempesta sobre una ciutat (1517-1518). Leonardo da Vinci. The Royal Collection, Windsor Castle,

Londres.

“Observa el moviment de la superficie de I’aigua, que s’assembla al dels cabells, que té dos
moviments, un de causat pel pes dels cabells i I’altre per la direccio dels rinxols. Aixi, 1’aigua té
moviments giratoris, una part dels quals és portada pel corrent principal i ’altra pels moviments

aleatoris i inversos.”

Pero I’estudi cientific modern en el camp de la turbuléncia el va iniciar Osborne
Reynolds (1842-1912), amb els seus treballs sobre les condicions de transicid a la
turbuléncia en fluxos dins canonades i la idea —que posteriorment es va coneixer com a
descomposicio de Reynolds— de considerar el flux com una part mitjana més una

fluctuacio.

Fins a la década del 1920 la turbuléncia va ser tractada totalment des de la perspectiva
de I’enginyeria i basicament com una branca de la hidraulica. Posteriorment, i sobretot a
partir de la década del 1950, la recerca des d’un punt de vista fisic i fonamental va
guanyar un gran impetu amb cientifics de la talla de Geoffrey Ingram Taylor (1886-
1975), considerat com el pare de la teoria estadistica de la turbuléncia. Taylor va ser el
primer a introduir eines matematiques com les correlacions i els espectres en la recerca
de mecanica de fluids, i propietats com 1’homogeneitat i la isotropia estadistiques. El
meteoroleg britanic Lewis F. Richardson (1888-1953) va ser probablement el primer a

interpretar la turbuléncia com un continu de remolins de diferents mides i a introduir el
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concepte de cascada energetica. Aixi, Richardson descriu que els remolins es formen 1
es trenquen continuament, i els remolins grossos en trencar-se en formen altres de més
petits, 1 aixi successivament fins a les mides més petites, en que la viscositat és eficag i
dissipa I’energia cinética en forma de calor. Richardson va plasmar aquest mecanisme

en una coneguda poesia:

“Big whorls have little whorls,
Which feed on their velocity,
And little whorls have lesser whorls,

And so on to viscosity.”

“Grans remolins generen petits remolins,
els quals es nodreixen de la seva velocitat,
1 petits remolins en generen de més petits encara,

1 aixi successivament fins a la viscositat.”

El matematic rus Andrei Nikolaievitx Kolmogorov (1903-1987), en les seves
aportacions a la teoria dels processos aleatoris, va formular la coneguda llei espectral
dels —5/3 per al rang inercial de la turbulencia isotropa (de fet, la llei 2/3 en la
formulacié original amb funcions d’estructura). George Keith Batchelor (1920-2000),
deixeble de Taylor a Cambridge, va continuar amb la interpretacié estadistica de la
turbuléncia. Entre moltes altres aportacions, va formular la forma de ’espectre dels
camps escalars en condicions d’isotropia. El seu text The Theory of Homogeneous
Turbulence (Batchelor, 1982), amb la primera edici6 de I’any 1953, s’ha convertit en un
text classic 1 encara avui dia amb plena vigeéncia. Aquest llibre té el mérit d’haver estat
el primer a recopilar el coneixement adquirit fins a aquell moment sobre la linia
estadistica iniciada per Taylor. La llista d’investigadors que han dedicat una part o la
totalitat de la seva recerca a I’estudi de la turbuléncia és molt llarga, i a més dels
mencionats, podem destacar L. Prandtl, W. Heisenberg, T. von Karman, A. M.
Obukhov, R. V. Ozmidov, A. S. Monin i R. Kraichnan, alguns d’ells coneguts també

per les seves investigacions en altres branques de la fisica.
A partir de la década del 1970 es va obrir una gran via de recerca en turbuléncia, gracies

al desenvolupament d’ordinadors cada vegada més potents, que van proporcionar la

possibilitat d’utilitzar eines de simulacid6 numerica en els sistemes fluids. Fins 1 tot amb

18



Capitol 1 Turbuléncia

aquestes aportacions i eines, la turbuléncia, en paraules de Richard Phillips Feynman

(1918-1988), és encara avui el gran problema no resolt de la fisica classica.

No hi ha un acord universal sobre la definicid del terme turbulencia, fet que ha generat i
genera profundes discrepancies entre la comunitat cientifica dedicada a aquest tema.
Diferents definicions, que es poden trobar en textos classics i moderns sobre el tema,
son les de Batchelor (1982), Baumert (2005), Hinze (1975), Kundu (1990), Lerman
(1995), Lesieur (1990), Mathieu (2000), McComb (1996) 1 Tennekes (1982). En aquest
text es dona la definicid de Lesieur (1990), que associa la turbuléncia amb les tres

propietats segiients:

a) Impredictible: una petita variacio en les condicions inicials o de contorn s’amplifica
de tal manera que es fa impossible determinar 1’estat del fluid en un temps futur. Aixo
¢és, qualsevol magnitud mesurada (camps definits en el fluid com la velocitat, la
temperatura, etc.) en un instant de temps i en una posicié determinats tindra valors
diferents quan es repeteixi I’experiment en unes condicions inicials 1 de contorn
nominalment (controlables) idéntiques. En aquest sentit, qualsevol d’aquests camps
pren valors no determinables a partir de les condicions inicials i de contorn del sistema,
encara que s’assumeix que les propietats mitjanes si que seran determinables de manera

univoca a partir d’aquestes condicions. Un camp escalar generic O(X,t), pero

generalitzable a vectorial, tindra definit un camp mitja @(X,#) que depén de la posicio

X iel temps ¢, 1 que esta definit a partir d’'un nombre molt gran de repeticions de

I’experiment, que anomenarem col-lectivitat. D’aquesta manera, considerant la repeticio

i-¢sima O (¥,¢) ambi=1,2,..., tenim:
; S (i)
O(x,t) = zlvlil}o ;:l 0 (x,t)/N

Observem, a partir de la definici6 anterior, que el calcul de la mitjana sera una operacid
lineal i que commutara amb les operacions derivar 1 integrar. L’anomenada
descomposicio de Reynolds consisteix a separar qualsevol camp en una part mitjana més
una part turbulenta @, amb ® =0©+6. El camp turbulent @, el qual perdra valors

diferents per cada repeticidé que es faci de ’experiment, té una mitjana nul-la, aixo és

6 =0, com a resultat de la linealitat de I’operaci6 mitjana.
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b) Alta barreja: la turbuléncia barreja les magnituds transportables en un grau més gran

que el que es produiria per processos purament de difusiéo molecular.

c) Ampli rang d’escales espacials implicades: sent la més gran la mida del sistema 1 la
més petita determinada pels processos de dissipacio. Normalment, quan parlem
d’escales espacials ens referim a longituds o nombres d’ona implicades en el que podria

ser una descomposicié de Fourier o per ondetes (wavelets).

En les darreres décades s’han vist clarament dues linies de recerca sobre turbuléncia,
amb les seves diferéncies filosofiques o de plantejament, perd també amb les seves
interrelacions. La primera és la que va iniciar Taylor amb un plantejament estadistic. La
segona, generalment molt lligada a simulacions numeériques amb ordinador, consisteix
en un apropament determinista al problema, que va des del que s’anomena DNS (direct
numerical simulation, simulaci6 numérica directa) fins a I’estudi del comportament de

sistemes dinamics amb caos espaciotemporal.

La turbulencia és present en un ventall de sistemes ben diferents, que va des dels
geofluids (atmosfera, oceans, llacs, rius, etc.) fins a aplicacions propies de 1I’enginyeria i
I’aeronautica, 1 fins i tot en disciplines com [’astrofisica o la medicina i1 la biologia.
Molts dels fluxos que interessen els cientifics i enginyers son turbulents; per tant, la

turbuléncia no és una excepcio.

1.2. Equacions deterministes del fluid

Encara que, tal com hem comentat abans, el flux turbulent és impredictible, les
equacions que en determinen 1’evoluci6d temporal son deterministes. Aixi, si el sistema
continu és caracteritzat pels camps de velocitats (tres components), pressio, temperatura
1 concentracio de N especies diferents, per tant N +5 camps, la seva evolucid
temporal és determinada per un conjunt de N +5 equacions diferencials en derivades
parcials. Paral-lelament, 1’equaci6 d’estat del sistema fluid sera determinada per la

densitat p, depenent de la pressid p, la temperatura 7 1 de diferents concentracions
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d’espécies presents al fluid C, amb n=12,..,N. La dependéncia funcional de la

densitat en el cas N =2, aplicat en aquest text amb la salinitat i particules solides en
suspensio, es mostra en 1’apéndix A, en que s’ha assumit que el flux €s incompressible.

Si establim un sistema de referéncia amb coordenades cartesianes x =(x,,x,,X;), que
segons conveniéncies de la notacid escriurem de vegades com a X =(x, y, z), orientat de
tal manera que la coordenada x; (o z) apunti en sentit contrari al camp gravitatori

g= (0,0,—g), les equacions per a un fluid no compressible son (Tritton, 1988 o Kundu,

1990):

%_{_al}—[u:—ia_p_g’o po on+v o°Ui (lla)
ot ox; Lo Oxi 0 Ox;0Ox j
oU .
i_o (1.1h)
Ox,
ot ox; ox; ox;
aCn + aCnt _ 8 K aCn (lld)
ot ox ox ox;

on a partir d’ara utilitzem el conveni d’Einstein, que identifica un index repetit amb un
sumatori. Les dues primeres equacions, 1.1a 1 1.1b, determinen 1’evoluci6 dels camps
velocitat U, (x,¢) (amb i = 1,2,3) 1 pressid p(X,t), sent v la viscositat cinematica.
Aquestes dues equacions soOn, respectivament, 1’equacid de Navier-Stokes 1 la de
continuitat, totes dues expressades sota I’aproximacié de Boussinesq. A 1.1a aquesta
aproximacio considera que les variacions en la densitat son prou petites per ser
negligides, excepte quan apareixen multiplicades pel terme de la gravetat, i aixi,
exceptuant el segon terme del segon membre, la densitat apareix com un valor constant

de referencia p,. Sota I’aproximaciéo esmentada (1.1b), pren la forma d’un flux

incompressible o no divergent que per analogia amb el cas del camp magnétic també
s’anomena solenoidal. L’equacid 1.1c¢ €és 1’equacid de balang per a la temperatura,
resultat de I’aplicaci6 de I’aproximacié de Boussinesq sobre I’equacié de balang de
’energia; noteu que en aquesta forma es tracta d’una equacio del tipus adveccio-difusio.
Considerant que les concentracions segueixen també aquest tipus d’equacio, tal com
s’ha escrit a 1.1d, parlarem d’un camp escalar generic, com podrien ser 7 o C., que

segueix una equaci6 de tipus adveccid-difusio, el qual indicarem a partir d’ara com a
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®(x,t) . Les difusivitats de la temperatura, concentracié de 1’espécie n 1 el camp escalar
generic son k,, kK, 1 k,, respectivament. Cal matisar que el camp de pressido que
apareix a 1.1a correspon de fet a la desviacio de la pressio respecte al perfil hidrostatic
d’aquesta. L’equacid 1.1a de la velocitat esta acoblada a la familia d’equacions 1.1c i

1.1d dels camps escalars per mitja del terme de flotabilitat — g(p—p,)/ p,0,;, 1 de
I’equaci6 d’estat, linealitzada sota I’aproximacié de Boussinesq en la forma:

(P=py) py=—a(T=Ty)+p,(C,=C,,) (1.2)
on T, i C, =~ son valors de referencia per a la temperatura 1 la concentracio, 1 a i [

son el coeficient d’expansid térmica i el de contraccid per a I’especie contaminant n
(apendix A). Com veurem amb detall en el proxim capitol, el terme de flotabilitat

determina els processos convectius.

En aquest treball s’ha negligit la possibilitat d’acoblament entre les equacions de
transport de la temperatura i les diferents concentracions, entre 1.1c 1 1.1d, aixo és, no
es consideren efectes de difusio creuada del tipus Soret —flux massic dependent del
gradient termic— o Dufour —flux térmic dependent d’un gradient de concentracio—

(Knobloch, 1980).

1.3. Aproximacio estadistica a les equacions dels fluxos

turbulents

Una vegada establertes les equacions deterministes del fluid, si volem estudiar un flux
turbulent, la propietat a de I’apartat 1.1 ens obliga a seguir una descripci6 estadistica.
Per aix0 aplicarem la mencionada descomposiciéo de Reynolds als diferents camps, tal

com es detalla en la taula 1.1.
Aixi, seguint, per exemple, el procediment que es dona a Kundu (1990), la

descomposicido de Reynolds sobre la familia d’equacions 1.1 produeix per als camps

mitjans les equacions segiients:
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Camp | Camp Descomposicio

mitja | turbulent | de Reynolds
Velocitat: U, U, Ui U,=U, +u,
Pressio: p p p' p=p+p
Densitat: p g ol p=p+p
Camp escalar genéric: ® ® % O=0+0
Temperatura: T T T’ T=T+T'
Concentraci6 de I'espécien: C, | C, C! C=C,+C

Taula 1.1. Descomposicié de Reynolds, on tots els camps turbulents porten el simbol prima,

exceptuant la velocitat i el camp escalar genéric, simbolitzats amb mintscules.

U oUU, 5— U, Ouu,
g_k#:_ig_gp Po Ss+V o'U, _ ot (1.3a)
ot Ox; P, Ox; Lo Ox;0x;  Ox,
U (1.3b)
Oox;j
© 06U, ©) ou,b
@+ i 9 K, 00 |, (1.3¢)
ot Ox; Ox; ox; ox;

on s’han englobat 7' 1 C, dins I’equacid 1.3c, generica per a un camp escalar qualsevol.
Pel que fa a la densitat 1 els camps escalars, la part mitjana i la turbulenta estan lligades
en la forma (p-p,)/ p,=-a(T -T,)+B,(C,-C,,) i p'=p(-al’+B,C.).
Finalment, sobre el conjunt d’equacions 1.3 s’ha d’afegir la condici6 solenoidal sobre el

flux turbulent, aixo és, ou:/ox; =0.

Podem observar que 1’tinica diferéncia entre les equacions del flux instantani (1.1) i les

del flux mitja (1.3) és I’aparicio de les divergéncies de I’anomenat tensor de Reynolds

uu; al3aielvector u,_é’ a 1.3c. Aquest tipus de termes, que calculem com a mitjanes

del producte de les fluctuacions de dos camps avaluats en el mateix punt de I’espai,
reben el nom de correlacions (de fet, correlacions en un punt, per diferenciar-les de les
correlacions entre multiples punts, que s’introduiran més endavant) o també moments

d’ordre dos. Les correlacions entre un camp turbulent 1 la velocitat turbulenta son, de
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fet, els fluxos turbulents, de manera que, per exemple, en el cas de I’equacié 1.3c, el

flux de I’escalar al llarg de la direccid j sera determinat per:

Fo=x,22 480, +u,6 (1.4)

ﬁxj

Es a dir, per la superposicié d’un terme difusiu (el primer) i uns altres d’advectius, a
causa del camp mitja de la velocitat (el segon) i de la mateixa turbuléncia (el tercer). En

condicions de turbuléncia intensa, el primer 1 el segon terme son negligibles respecte del
tercer. Aixi, per exemple, en condicions plenament turbulentes, el flux térmic sera ﬁ
1 el flux de calor (proporcional al térmic) es pot calcular a partir de:

Fy = poc, by :pocpﬁ (1.5)

on ¢, €s la calor especifica a pressio constant.

Analogament, en I’ultim terme del segon membre de 1’equaci6 1.3a podem identificar el
flux turbulent de la component i de la quantitat de moviment en la direccio j, aixo és

uu; .

En el sistema d’equacions per als camps mitjans (1.3), obtingudes a partir de la
introducci6 del formalisme estadistic en les equacions de les variables instantanies,
veiem que han aparegut les correlacions de dos camps (fluxos turbulents), els valors de
les quals desconeixem. Consegiientment, en aquesta aproximacio el nombre de variables
(camps) que necessitem determinar supera el nombre d’equacions. Caldria, doncs,
obtenir les equacions de balang per a aquestes correlacions (moments d’ordre 2), pero
ens trobem que llavors apareixen implicades correlacions de tres camps (moments
d’ordre 3), 1 aixi successivament. Aquest fet rep el nom de problema de la clausura i és
el problema més important de la teoria turbulenta. De totes maneres, s’han proposat
diferents esquemes de clausura, aixo ¢€s, lligams matematics entre els moments
turbulents 1 els camps mitjans, sobre sistemes molt concrets, 1 sovint amb bases fisiques
qiiestionables, perd que han proporcionat resultats experimentals acceptables i alguns

d’ampliament emprats (Launder i Sandham, 2001).

Una forma quantitativa de donar la intensitat de la turbuléncia és per mitja de la

variancia de les fluctuacions dels diferents camps. En el cas concret de la velocitat,
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tenim, a més, que aquesta variancia difereix només de 1’energia cinética turbulenta per

unitat de massa, K, en un factor dos, de manera que podem definir:

K=uu,/2 (1.6a)
Analogament, en el cas de la variancia d’un escalar definim:
q,=0" (1.6b)

A partir de la descomposicid6 de Reynolds (taula 1.1) i I’equacié de Navier-Stokes

(1.1a), 1 considerant la definicié 1.6a, trobem que 1’equacio de I’evolucié temporal de

I’energia cinctica turbulenta és la segiient (Kundu, 1990):

a_K . aFK,j
ot OX .

J

+Jo+Jy—¢

(1.7)

Els diferents termes que apareixen en aquesta equacié s’expliciten en la taula 1.2 i es

comenten a continuacio.

Transport de K al llarg de

la direccio j: Fy ;=\ UK+pu,/py+uuu,/2=vu,(0u,/0x, +0u, ox,)
Produccié de K per

cisalla: Jg= | Ul (5l7,-/8x‘,)

Produccio (o destruccio )

de K per la flotabilitat: Jg= |~ pwglp, = g(aT'w— s, C;;W)

Dissipacié de K per

efecte de la viscositat: &= V(a”,-/axj ) (6ui/8xj +0u, /5x1~)

Taula 1.2. Termes de transport, produccio i dissipacié en ’equacio de I’energia cinética turbulenta.

Per a la component vertical de la velocitat turbulenta, en la definicié de J, s’ha utilitzat el conveni

w=u, .

El primer terme del segon membre de 1’equaciod 1.7 és el terme de transport (menys

divergencia del flux F ;), que distribueix ’energia cinetica turbulenta dins del fluid.

Els diferents mecanismes que contribueixen a aquest transport son el flux mitja, les
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fluctuacions de la pressid, la mateixa turbuléncia 1 les forces viscoses. La formulacio

matematica d’aquests mecanismes s ha detallat en la primera fila de la taula 1.2.

El segon terme del segon membre de 1’equacio 1.7, definit en la segona fila de la taula

1.2, és el terme de producciod per cisalla, J,. Es pot demostrar que J; és sempre

positiu (Hinze, 1975), és a dir, la turbuléncia extreu I’energia del flux mitja pero en
canvi no ¢és possible —en 3D (turbuléncia tridimensional)}— que la turbuléncia es

reorganitzi de manera que augmenti I’energia del camp mitja de velocitats.

La ¢ ¢és la velocitat de dissipacid d’energia cinetica turbulenta per unitat de massa, i la
seva definicio s’ha inclds en 1’tltima fila de la taula 1.2. La ¢ €s també sempre positiva,
1, considerant el signe menys que té al davant a 1.7, contribueix sempre negativament en

el balang de 1’energia cinética turbulenta.

Finalment, el tercer terme del segon membre de 1’equaci6 1.7 és el terme de flotabilitat,
també anomenat flux de flotabilitat, que podra ser positiu (produccid) o negatiu
(destrucciod) en funcio de si el perfil mitja de densitat €s estaticament inestable (creix en
incrementar z) o estaticament estable (decreix en incrementar z). Al costat esquerre de la
figura 1.2 s’ha representat un perfil de densitat que decreix en altura, on es veu que una
fluctuacié positiva de la component vertical del camp turbulent de velocitat, w>0
(vermell), esta lligada a una fluctuacié positiva de la densitat, p'>0, i per tant,
wp'>0. En el cas que w<0 (blau), llavors p’ <0 i per tant el resultat és que també
wp'> 0. Per tant, si considerem el perfil de densitat decreixent en altura, J, —definit
en la tercera fila de la taula 1.2—, és sempre negatiu, és a dir, destrueix l’energia
cinctica turbulenta 1 la transforma en gran part en energia potencial. El cas contrari es
representa a la dreta de la figura 1.2, on es veu que quan la densitat decreix en altura
llavors wp' <0, i per tant J, >0, aixo és, I’energia cinética turbulenta augmenta i la
potencial disminueix. En el cas estaticament inestable, el flux turbulent de densitat
compleix wp' <0, i, per tant, igual que en el cas estable, t¢ un sentit contrari al gradient

de densitat, fet estandard en qualsevol problema de transport. Una excepcio al transport
estandard en contra del gradient, amb les seves matisacions, sera la que donarem en el
capitol 2, en el cas de la inestabilitat anomenada doble difusio en regim difusiu, en que

la densitat és decreixent en altura i el transport d’aquesta es produeix en sentit
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descendent, a favor del gradient, mitjancant una interessant combinacié de regions

difusives 1 convectives.

za Wp' >0 wp' <0

>
estable inestable P

Figura 1.2. Analisi del flux de flotabilitat, en funcio de si el perfil de densitat és decreixent en altura

(estable) o creixent en altura (inestable).

L’evolucié temporal de la variancia del camp escalar generic ©, aix0 €s, ¢,, €s

formalment semblant a la de la velocitat 1 és descrita per I’equaci6 1.8, els termes de la

qual s’han explicitat en la taula 1.3:

a4, an j
— =T o tJme 1.8
ot Ox; o (1.8)
Transport de variancia qu = l_]j g, + quj ~2k,0q, / 6x/.
Produccié de variancia J,= - 2%7(8@/ 8xl.)
Dissipaci6 de variancia g, = | 2K,(00/0x, )

Taula 1.3. Termes de transport, produccio i dissipacio en ’equacié de la variancia (1.8) d’un camp

escalar ®, aplicable a la temperatura i a la concentracié d’espécies contaminants.
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De manera semblant al cas de 1’energia cinética, també en el cas d’un escalar genéric la
descomposicié de Reynolds ens permet identificar un terme de transport que distribueix
la seva variancia en I’espai, un terme de produccié —que €s sempre positiu i actua com
a font sempre que hi hagi un gradient del camp mitja d®/dz—, i el terme dissipatiu

£,, que actua com un albell6 de variancia per efectes de la difusivitat molecular.

1.4. Turbulencia homogeénia i espectres tridimensionals

En I’estudi estadistic de la turbuléncia, i amb 1’objectiu d’analitzar-ne la variabilitat
espacial, és usual introduir les correlacions entre diferents punts. Estrictament parlant,
aquestes correlacions corresponen a la mitjana (sobre la col-lectivitat) del producte de
les fluctuacions de diferents camps en diferents punts de 1’espai i en el mateix instant.
Formalment, i en el cas de les fluctuacions de la velocitat i del camp escalar geneéric,
definim el tensor i I’escalar de correlacions entre els dos punts genérics X i X' amb una

posicio relativa d’un respecte a I’altre 7 = X' — X com a:

Ry (%3, t) =u, (%, u, (X1 (1.94)

Ry (%, %,1) = 0(%,0) O(X',1) (1.9b)
I, analogament, si consideréssim la correlacio entre les fluctuacions d’un escalar amb les

d’una de les components de la velocitat, tindriem el vector de correlacid creuat:

R, (%,%,1) = 0%, Ou, (¥,7) (1.9¢)

Matematicament, les relacions 1.9 poden ser invariants sota translacions del sistema de
referéncia, 1 en aquest cas direm que la turbuléncia és homogenia (en un sentit
estadistic). Per tant, per turbuléncia homogenia, les correlacions entre diferents punts
depenen tan sols de les posicions relatives 7 (no depenen de Xx). Sovint, pero, en
condicions d’homogeneitat, s’aplica ’anomenada hipotesi ergodica (Lesieur, 1990), la
qual vincula la mitjana sobre una col-lectivitat d’experiments amb la mitjana sobre tots
els punts de 1’espai que ocupa el fluid. Les mitjanes sobre la col-lectivitat a 1.9 es farien

integrant respecte a la coordenada x .
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, les

En general, a mesura que s’incrementa el modul de la distancia relativa » :|17

correlacions tendeixen cap a zero, o també podem dir que els camps turbulents
descorrelacionen. L ‘escala integral corresponent a un camp turbulent determinat —i que
de forma genérica anomenarem L— es defineix com la integral respecte a » de la
correlacié normalitzada amb la variancia d’aquest camp (Kundu, 1990), la qual sovint
s’identifica amb la decorrelacié i amb ’escala dels remolins que contenen I’energia
(Kantha i Clayson, 2000) .

Estrictament parlant, en condicions d’homogeneitat els camps mitjans tampoc no
haurien de dependre de I’espai, pero aixo implicaria que no hi hauria produccié de
turbuléncia (taules 1.2 1 1.3). Per aquest motiu, 1 dins del formalisme de la turbuléncia
homogenia, s’acostuma a considerar els camps mitjans amb una variaci6 espacial molt
suau, en la forma de perfils lineals caracteritzats amb gradients verticals constants. Les
demostracions importants del formalisme matematic de la turbuléncia homogenia, amb
camps mitjans diferents de zero, es desenvolupen en I’apeéndix B. La filosofia dels
desenvolupaments matematics dins aquest apeéndix esta en la linia seguida per Hinze

(1975) o Mathieu (2000).

Els sistemes amb homogeneitat estadistica també poden ser isotrops, 1 en aquest cas les
correlacions seran invariants sota operacions de rotacid aplicades sobre el sistema de
referéncia 1 sota reflexions respecte als plans de coordenades (xy, yz i xz). De vegades
es parla de turbuléncia completament desenvolupada com d’aquella turbuléncia que

compleix les condicions d’homogeneitat e isotropia.

En condicions d’homogeneitat estadistica es defineixen els espectres tridimensionals a
partir de les transformades de Fourier dels tensors de correlacid. Aixo ens permet passar
d’una analisi fisica de la turbuléncia basada en les posicions relatives (7 ) a una nova
interpretacié amb nombres d’ona, k en rad/m, en que aquest ultim es relaciona amb les
escales espacials / de la manera segilient: [/ = 27/ k . Aixo é€s, els espectres ens permeten
analitzar la turbuléncia respecte a totes les escales espacials / possibles. Més
concretament, les transformades de Fourier de les correlacions 1.9a, 1.956 1 1.9¢,

representades com a E; (lg, 1), Eyy (IE, H1E, (lg,t), es defineixen amb 1.10a, 1.105 1

1.10c, respectivament:
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7 1 3 — =
E,(k,t)= G md F R, (F,t) exp(~i kF) 10w
R, (1) = [[[dk E, (k,t) exp(i kF)
E,, (k1) = ! [[[d°F Ry (7,0 exp(=i k)

(27)’ (1.100)
Ry (F.1) = | j [d*k E, (k,t) exp(i kF)

EH[(I;J) =

1 -

d’F R, (¥,t) exp(—i kF)
2r) ” 7 (1.10c)
R, (F,f) = mcf/}' E, (k,t)exp(i kF)
Les segones linies d’1.10 corresponen a les transformades inverses de Fourier. En
aquestes expressions, els elements de volum en coordenades cartesianes en l’espai

directe i de Fourier son, respectivament, d’F =drdr,dr, i d’k =dk,dk,dk,. En

general, 1 per simplificar la notacio, si no s’expliciten els limits d’integraci6 vol dir que

aquests van de —» a «.

A partir de les relacions de la transformada de Fourier inversa —segones linies de les

expressions 1.10—, avaluant 7 =0, calculant la traca d’1.10a i expressant 1’element de
volum dels nombres d’ona en coordenades esferiques, aixod és d>k = dkdQ, , sent k el
modul del nombre d’ona i dQ, =k’sin@d@de I’angle solid, amb & la colatitud

(0<0<7)i @ 'azimut (0< ¢ <27 ), obtenim les relacions segiients:

Kz%:%”jd%ﬂi(l;,t) =%IdkﬁkoEﬁ(/€,t) (1.11a)
q,=0"=[ d3/€E%(/€,r)=TdkﬁkoE%(/€,z) (1.11b)
Ou, = [[[d*k E,(k,0) :TdkﬁkoEﬁ(E,t) (1.11¢)

A l.11 :{:f simbolitza la integraci6 respecte a tot ’angle solid. Les expressions d’1.11

ens defineixen, ara en 1’espai invers (de les k), I’energia cinética turbulenta, la variancia
d’un camp escalar 1 el flux turbulent del camp escalar en una direccié determinada i. Es

en aquest marc, i suposant que la turbuléncia és homogenia, que es defineixen els
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espectres tridimensionals de I’energia, E(k,t), de la variancia de I’escalar, E,(k,?), i

del flux de I’escalar, E F (k,t), com a:

E(k,t) = {{dOQ, E, (,1)/2 (1.12a)
E,(k,t)= ﬁkoE%(l?,t) (1.12b)
E(k,t) = f{dQ, E, (k,1) (1.12¢)

De manera que, si introduim 1.12 dins 1.11, trobem les condicions de normalitzacié que

compleixen els espectres:

K =220 = [ E(k.t)dk (1.13a)
2 0
g, = 0" = [ E,(k.0)dk (1.13b)
0
O, = j E,, (k,t)dk (1.13¢)
0

Els espectres E(k,?) 1 E,(k,t) son funcions reals i E,(k,t) ¢s, en general, una funcio

complexa (apartat B.1 de I’apendix B), tot i que la seva integral és real. A partir d’1.13,
els espectres s’interpreten com la densitat d’energia (o variancia de I’escalar, o flux de
I’escalar) present en un nombre d’ona k, o alternativament per a una longitud d’ona
A=2r/k, que es podria interpretar com ’escala d’un remoli. Dit d’una altra manera,
E(k,t)dk a 1.13a és I’energia cinctica dels remolins amb un nombre d’ona entre £ 1
k +dk, 1 tenim interpretacions semblants per a la densitat de variancia de l’escalar

E,(k,t)dk iladel seuflux E (k,t)dk a1.13b11.13c, respectivament.

1.5. Evolucio temporal dels espectres tridimensionals

en condicions d’homogeneitat

A partir de la familia d’equacions del fluid 1.1 i les consideracions anteriors sobre
turbuléncia homogenia (sense assumir isotropia), podem trobar que les evolucions

temporals dels espectres tridimensionals E(k,?) 1 E,(k,t) son:
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aEgt‘”) = T(k, 1)~ 2k*E(k,1) + P, (k,t) + P, (k, 1) (1.14)
aE%tk’th T,(k,t)—2x,k*E,(k,t)+ P,(k,t) (1.14b)

Per obtenir detalls sobre les demostracions vegeu els apartats B.2 1 B.3 de ’apendix B.
Aquestes dues equacions, escrites en 1’espai de Fourier, quan s’integren respecte a la
totalitat de nombres d’ona, han de reproduir les equacions 1.7 1 1.8 de balang energetic i

de variancia de I’escalar.

A 1.14 els segons termes del segon membre porten un signe negatiu davant dels
anomenats espectres de dissipacio, que en el cas de l’energia cinética turbulenta

anomenem D(k,t), 1 en el cas de la variancia de I’escalar D, (k,¢), sent tots dos definits
positius en la forma:

D(k,t) = 2vk*E(k,t) (1.15q)
D, (k,t)=2x,k’E,(k,t) (1.15b)

Aquests espectres compleixen les normalitzacions segiients (apendix B):

[ DGk, t)dke = 2 [ k2 E(k, )dk = & (1.16a)
0 0

[ D, (k,0)dk = 2, [ K E, (k. t)dk = &, (1.16b)
0 0

on ¢ 1 &, son la velocitat de dissipacié de I’energia cinética turbulenta i de la variancia
de I’escalar, ja introduides en les equacions 1.7 1 1.8. Per tant, D(k,t)dk 1 D,(k,t)dk

son, respectivament, la dissipacid d’energia cinctica turbulenta 1 de variancia de

’escalar produides en el rang de nombres d’ona entrek 1 k +dk .

Els termes P (k,t), Py(k,t) 1 P,(k,t) de les equacions 1.14 son els espectres de

produccio d’energia cinetica per cisalla, per flotabilitat i produccid de variancia de

I’escalar, respectivament, i compleixen:

[ Py, = J ¢ =—uyu, dU, [dz (1.17a)
0

wPB(k,t)dk=JB=gam—ﬂnW (1.17b)
0
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! Py (k,0)dk = J, =-2w89©/_ (1.17¢)

Els termes de produccio Jg, J, 1 J, també s’havien comentat en les equacions 1.7 i

1.8, 1 definit explicitament en les taules 1.2 1 1.3. La forma explicita dels espectres de
produccio i transferéncia (comentats a continuacid) es dona en els apartats B.2 i B.3 de
I’apéndix B, pel que fa al cas d’un fluid amb els camps mitjans de la velocitat i de

I’escalar estacionaris, amb estratificacio vertical lineal, i en que el flux mitja és

horitzontal en la forma (17] (z),0,0).

Si integrem les equacions 1.14 respecte al nombre d’ona (entre 0 1 o), tal com hem
esmentat al principi d’aquest apartat, hem de recuperar les equacions del balang
d’energia cinetica i de la variancia de 1’escalar (1.7 i 1.8) en condicions d’homogeneitat
estadistica. Els primers termes del segon membre de les equacions 1.14, anomenats

espectres de transferencia, T(k,t) 1 T,(k,t), apareixen com a conseqiiencia dels termes

no lineals en les equacions del fluid 1.1 i tenen una integral nul-la (respecte a k), ja que
els altres termes que apareixen a 1.14a 1 1.14a tenen equivalents en les equacions 1.7 i

1.8. Llavors:

TT(k,t)dk =0 (1.18a)

TTg(k,t)dk =0 (1.18)

Des d’un punt de vista fisic, la quantitat infinitesimal 7'(k,¢)dk és la velocitat d’entrada
d’energia en el rang de nombres d’ona entre k& 1 k + dk, procedent d’altres escales
espacials. El fet que a 1.18 la integral sigui nul-la representa que no hi ha una entrada
neta d’energia, sind que aquest terme nomes representa la distribucié d’energia entre les

diferents escales (nombre d’ones).
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1.6. El rang d’equilibri universal

En la figura 1.3 veiem un espectre de 1’energia tipic, format per tres rangs principals: el
dels remolins grossos, el dels remolins que contenen 1’energia i el rang d’equilibri
universal, que, tal com comentarem, podem dividir en dos subrangs més: ’inercial 1 el
dissipatiu. El primer d’aquests rangs comprén els nombres d’ona més petits; €s
I’anomenat rang dels remolins més grossos. El rang segiient conté el nombre d’ona en

que P’espectre pren el seu maxim, k,, a partir del qual es defineix I’escala integral L, de
manera que k, = 2z /L. Aquesta definicio de L és equivalent a la que hem donat en

I’apartat 1.4, aixo €s, també correspon a la distancia en que es produeix la descorrelacio
entre les fluctuacions de velocitat. Aquest rang s’anomena rang dels remolins que

contenen [’energia, ja que conté el percentatge més gran d’energia.

i
Grans Remolins que
contenen
remolins I"energia Rang d’equilibri universal

Subrang Subrang
inercial dissipatiu

P

. : | -
k k, k

Figura 1.3. Espectre tridimensional de I’energia en funcié del nombre d’ona, amb el rang

d’equilibri universal, que comprén tant el subrang inercial com el dissipatiu.

El tercer rang, introduit per Kolmogorov, €és 1’anomenat rang d’equilibri universal 1
arriba fins a ’anomenat nombre d’ona de Kolmogorov, k,, que és aproximadament un
ordre de magnitud superior al punt en que 1’espectre de dissipacid pren el valor maxim.

Com que D o k’E, I’espectre de dissipacio D pren el valor maxim per a nombres

d’ona superiors al rang dels remolins que contenen 1’energia (maxim de E), i per tant
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k, > k,. Aixi mateix, caracteritzem amb k,, el nombre d’ona a partir del qual comenga
el rang d’equilibri universal. Kolmogorov va considerar que, si k, >> k,, existiria un

rang independent de les condicions de formacié de la turbuléncia (inherentment
anisotropes), 1 per tant isotrop, i en que I’energia es transmetria de les escales més grans
a les més petites, sense dissipar-se. Aquest procés de transferéncia s’anomena cascada
energetica 1 el rang és anomenat subrang inercial (son les escales grosses del rang
d’equilibri universal). Les escales més petites del rang d’equilibri universal, també amb
un comportament isotrop, 1 on la dissipacié d’energia cinetica turbulenta és prou eficag,

corresponen a I’anomenat subrang dissipatiu.

Si considerem que la produccié d’energia només es dona en el rang dels remolins que
contenen I’energia, aixo é€s, que els espectres de produccio fora d’aquest rang sén nuls,

llavors, integrant 1.14a entre 0 i un k dins el rang d’equilibri (k > k.. ), obtenim:
d k k
- j EK,O)dk' = =Sk, t)+ T +J , ID(k',t)dk' (1.194)
0 0
I si integrem entre k1 co obtenim:
d o0 o0
- j E(k',t)dk' = S(k,t)— j D(k',1)dk’ (1.195)
k k

on s’ha definit el flux d’energia entre els rangs de produccio i dissipacid S(k,?), el qual,

tenint en compte la condicié 1.18a, compleix:
k 0
S(k,t) = =[ T(k',O)dk' = [ T(k',t)dk (1.20)
0 k

Analitzant 1.194, podem interpretar que 1’energia surt a un ritme — S(k,¢) de les escales
més grosses (de 0 a k), 1 amb 1.19bH veiem que arriba fins a les escales petites (de &k a
o) al mateix ritme S(k,?). En les escales grosses €s on es fa la produccid6 —segon 1
tercer terme del segon membre d’1.19¢—. Habitualment es considera que ’energia
cinética corresponent a les escales grosses —primer terme d’1.19a— varia en el temps
molt més rapidament que la part corresponent a les escales petites (£ dins el rang
d’equilibri) —primer terme d’1.19h—. Seguint aquests arguments podem aproximar a
zero el primer terme d’1.19b. Llavors, si avaluem 1.19b per k = k.., tenint en compte

que tota la dissipacio es produeix per k > k.., 1 que, per tant, la integral de 1’espectre de
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dissipacid a 1.19a 1 1.19b és nul‘la e igual a ¢ respectivament, trobem el ritme en que
les escales grosses transfereixen energia cap al rang d’equilibri, aixo €s, S :

Stotal :S(keu):g (121)

Pel que fa a D’espectre de I’energia en el rang d’equilibri universal, aquest ¢és
independent de les condicions de formacié de la turbuléncia, i per tant només dependra
del ritme d’entrada d’energia al rang i de la viscositat, i per tant tindra la forma:
E=FE(k,&,v) (1.22)
En general, per obtenir I’espectre 1.22 és necessari establir clausures o lligams entre
aquest i ’espectre de transferéncia 7' per poder resoldre 1.14a, tema que tracten, per
exemple, Hinze (1975) i Chasnov (1998). En el subapartat 1.6.1 analitzarem amb més

detall ’espectre de I’energia en el rang d’equilibri universal.

El que hem dit en aquest apartat per a ’espectre tridimensional de I’energia és també
aplicable a I’espectre de 1’escalar, amb dues diferéncies. La primera és que entre el rang
inercial 1 el dissipatiu apareix (en el cas de 1’aigua) un subrang viscos convectiu. La

segona ¢és la dependencia (1.22), ja que ’espectre de 1’escalar £, dependra de k, ¢ 1
v, juntament amb la dissipacio de variancia de I’escalar ¢, i la difusivitat «,, tal com

presentarem en el subapartat 1.6.2.

1.6.1. Espectre tridimensional de ’energia

En la figura 1.4 s’esquematitzen els diferents subrangs dins el rang d’equilibri universal,
per a I’espectre tridimensional de I’energia i per al de ’escalar, que analitzarem més
endavant, en el subapartat 1.6.2. Dins el rang d’equilibri universal, si ens restringim a

nombres d’ona prou inferiors a k,, en que la dissipacié no té prou importancia, apareix

el subrang inercial (esmentat abans en la figura 1.3), en qué I’espectre energetic no
dependra de la viscositat (responsable de la dissipacio), sind unicament del nombre
d’ona 1 del ritme d’entrada d’energia ¢, és a dir E(k,&). Per a aquest rang, 1 seguint
arguments dimensionals, trobem 1’espectre de Kolmogorov (1941), que té la forma

seglient:
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E(k)=Ce*’k™" (1.23)
on C ¢és I’anomenada constant tridimensional de Kolmogorov. El seu valor ha estat
refinat al llarg de les ultimes decades, 1 actualment s’accepta 1.6 (Gregg, 1999). A causa

de la dependéncia d’aquest espectre amb £ "°, la formula 1.23 es coneix com la llei

dels —5/3.

Rang d’equilibri universal
log(E) -_ e ..
. Subrang . Subrang
E (k ) inercial dissipatiu

—-5/3

Subrang : Subrang
viscos ! viscos
convectiu difusiu

: Subrang
: inercial convectiu

P
e k ko log(h)

Figura 1.4. Rang d’equilibri universal per a D’espectre tridimensional de I’energia i del camp

d

escalar ® amb les diferents dependéncies potencials.

Per a nombres d’ones de I’ordre de k,, la dissipacioé pren importancia 1 llavors es parla
del subrang dissipatiu (figural.4). En aquest subrang ¢és usual donar [’espectre
tridimensional de I’energia en forma adimensional E (lg), on k és alhora el nombre

d’ona adimensional (Hinze, 1975 1 Chasnov, 1998), de manera que:

E(k) = (ev*)"* E(k) , k = kk, (1.24)

on k, :(5/ v3)1/4 [rad/m] és 1’anomenat nombre d’ona de Kolmogorov, que es
relaciona amb [’escala de Kolmogorov, 7 =27/k, (amb unitats de longitud).

Considerant 1.16a, tenim que 1’espectre adimensional definit a 1.24 compleix la

condicid segiient:
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2[k2E)dk =1 (1.25)

Sheee ¥}

Actualment, per als subrangs inercial i dissipatiu, el model d’espectre de Panchev i

Kesich (1969) és el més acceptat i utilitzat. En la forma adimensional és:

A P 173 1 - 3 ) 13 1 -
Elk)=||——| kP +—k7"|e ——( j kY3 ——k*? 1.26
( ) ((30{2] a J xp( 2\ 3a? (1.26)

Aquest espectre, dependent de la constant &, per a nombres d’ona prou petits recupera

S}

la forma de I’espectre en el rang inercial (1.23) —adimensionalitzat—, amb la constant

tridimensional de Kolmogorov, C = (2/ 30{2)1/3. L’espectre 1.26 t¢é com a asimptotes

I’espectre de Pao (1965) i el de Saffman (1963), aplicables, respectivament, als nombres

d’ona petits 1 grans del rang d’equilibri universal.

1.6.2. Espectre tridimensional de I’escalar

En el rang d’equilibri universal, en que la turbuléncia és activa, es pot considerar que
I’escalar t¢é un comportament passiu 1 €s arrossegat pel camp turbulent de la velocitat.
Aixi doncs, si bé arguments semblants als que s’han fet en el cas de ’espectre energetic
indiquen la dependencia de I’espectre de I’escalar £, a o 1 k, aquest també dependra
dels parametres de I’espectre del camp de velocitats, és a dir, ¢ 1 v, de manera que:

EG’ :Eﬁ(kagagﬁavok) (127)

Llavors, I’espectre de 1’escalar en el rang inercial, anomenat de fet subrang inercial
convectiu, pren la forma de I’anomenat espectre d’Obukhov (1949), que, igual que

I’espectre de I’energia, també segueix la llei dels —5/3 (reflectit en la figura 1.4):
E,=C,e,e” k" (1.28)

on C, és una altra constant tridimensional.

En el cas de camps escalars en que¢ x <v, com la temperatura en un medi aquatic, en

que ’anomenat nombre de Prandtl val Pr=v/x, = 7 (per a temperatures de 20°C ), en

38



Capitol 1 Turbuléncia

I’espectre de 1’escalar, i per a nombres d’ona superiors als del subrang inercial
convectiu, apareix també 1’anomenat subrang viscos convectiu, en que 1’espectre depén

de k a la potencia —1, i s’escriu com (Batchelor, 1959):
E,=qv'?e,e" k™! (1.29)
on ¢ ¢€s una constant anomenada parametre turbulent. En les escales corresponents a

aquest rang les fluctuacions de velocitat ja han desaparegut (s’han difos) per efectes de
la viscositat, per0d, atés que x <v, existeixen encara fluctuacions térmiques
(microfronts térmics). Aquest espectre també s’ha representat en la figura 1.4, on també
s’indica el nombre d’ona kas, sobre el qual, aproximadament, es produeix el maxim de

I’espectre de dissipacio de I’escalar D,. Finalment, en la mateixa figura també es
contemplen les escales més petites de 1’espectre térmic, E,, on els efectes de la

viscositat 1 la difusivitat son prou eficagos, aixo €s, el subrang viscos difusiu.

En els rangs viscos convectiu 1 viscos difusiu es considera que el camp de velocitat
produeix un transport advectiu sobre 1’escalar, i el parametre que el controla és (&/v)"?

(Batchelor, 1959). Aixi doncs, la dependéncia de 1’espectre de I’escalar a £ i1 v sera per
mitja del parametre esmentat. De la mateixa manera que hem fet abans amb 1’espectre

de ’energia, I’espectre tridimensional d’un camp escalar es pot adimensionalitzar com a

E p (A‘At) en la forma:

3/4
E, =e,x ”2(3 E, , k =k k (1.30)

On kao = (g/ Vi’ )1/4 ¢és I’anomenat nombre d’ona de Batchelor, que caracteritza, tal com
ja hem dit, ’ordre de magnitud de I’escala espacial en qué es produeix la dissipacid del
camp escalar amb 74 =27/kss (amb unitats de longitud). Considerant 1.16b,

I’espectre no dimensional definit a 1.36 compleix que:

A

2[{K2E, (k)dk =1 (1.31)

S8

Pel que fa a la forma concreta de l:?g (lg), tradicionalment s’ha utilitzat I’anomenat

espectre de Batchelor (1959) en els rangs viscds convectiu 1 viscos difusiu (vegeu, per
exemple, Gibson, 1963), encara que alguns autors (Nash etal., 2002 i Roget et al., 2006)

han fet notar que I’espectre de Kraichnan (1968 i 1974) t¢ una validacidé experimental
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més important. L’espectre tridimensional de Batchelor (1959) t¢ la dependéncia
seguient:

Eo(k)=qk™ exp(— qléz) (1.32)
on el parametre turbulent ¢ és el mateix que apareix a 1.29, i el seu valor determinat
experimentalment és g,, =3.9 (Nash i Moum, 2002). L’espectre de Kraichnan (1968),

en canvi, t¢ la forma segiient:
AoA 1+ 6ql€ ~
£, k)= q{T\/—] expl-+/6qk) (1.33)

Si el parametre turbulent g fos el mateix en els dos models d’espectre, el comportament

de tots dos en les escales viscoses convectives seria idéntic. Pero, tal com s’observa a
Nash et al. (2002), a partir del treball amb els camps escalars térmics i la salinitat, el
millor valor per a I’espectre universal (1.33) és el que dona gxricn = 7.5 . Aixi mateix,

I’espectre de Kraichnan s’ajusta més als resultats experimentals que no pas el de
Batchelor. De totes maneres, considerarem amb cautela aquesta afirmacié fins que no

disposem de més estudis experimentals futurs que la confirmin.

En la figura 1.5.a s’han representat 1’espectre de 1’energia E(k) de Panchev i Kesich

(1969) 1 els espectres per a I’escalar E,(k) de Batchelor (1959) 1 Kraichnan (1968). El

nombre d’ona s’ha adimensionalitzat seguint 1.24, aixo és, k=1 equival al nombre

d’ona de Kolmogorov, k,. Aixi mateix, en la figura 1.5.6 es representen els espectres

adimensionalitzats de dissipaci6 de 1’energia i de 1’escalar, 2EK? i 21:?01:72. El nombre
d’ona en que es produeix el maxim de I’espectre de dissipacio de I’energia veiem que és
0.2k, , aix0 €s, una mica més petit que el nombre d’ona de Kolmogorov. Aixi mateix,
les propietats moleculars fixen el nombre d’ona de Batchelor a k,, =2.65k,. Aix0 és,

el fet que la difusivitat de 1’escalar sigui inferior a la viscositat cinematica fa que
I’espectre de ’escalar arribi fins a escales més petites que el de I’energia. El fet de
considerar el parametre turbulent ¢ diferent en els models d’espectre de Batchelor 1
Kraichnan, tal com sembla que prediuen els experiments, fa que aquests no coincideixin
ni tan sols en les escales grosses de rang viscOs convectiu. Veiem, a més, que els

maxims dels corresponents espectres de dissipacié es donen per a nombres d’ona
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lleugerament inferiors al nombre d’ona de Batchelor k,,, a 0.36k,, 1 0.24k,,, per a

Batchelor 1 Kraichnan, respectivament.

10 E ——-....____-
2 £ e :
10 E = E
0 oa) k, ; k ,=2.65k,
10 ¢ g 3
‘ LT ;
= 100 3 % "’7,7,’ =
10’1% ——LEnergia: Panchev [1969] '&,\;\ 2
10'2i ==-Escalar: Batchelor q=3.9 Pr=7 . 3
S Escalar: Kraichnan q=7.5 Pr=7 @ N,
10 T T T T T T T 1 L L LW
10” 10" 10" 10'

Figura 1.5. a) Espectres adimensionals (escala logaritmica) de ’energia i de la variancia de I’escalar
en funci6 del nombre d’ona (escala logaritmica) adimensionalitzat seguint 1.24. En el cas de

I’escalar es representen els models d’espectre de Batchelor (1959) i Kraichnan (1968) per al cas

téermic al voltant de 20°C (Pr=v/x =7). Es representen també els nombres d’ona de

Kolmogorov (k ;) 1 de Batchelor (k 40)- D) Espectres adimensionals de dissipacio (escala lineal).

Veiem que els valors dels nombres d’ona de Kolmogorov i Batchelor, k, i k,,, sén una mica més

grans (sense arribar a una rao6 10) que els maxims dels espectres de dissipacié adimensionals.

1.7. Turbuléncia isotropa. Espectres unidimensionals

En aquest apartat tornarem a les correlacions entre dos punts, del tipus 1.9, i sense

perdre generalitat considerarem els desplagaments relatius al llarg de la direcci6 z ( x,),
de manera que 7=(0,0,7,). La transformada de Fourier d’aquestes correlacions,

respecte a r;, seran els anomenats espectres unidimensionals, 1 dependran només del

41



Capitol 1 Turbuléncia

nombre d’ona unidimensional k,. Aqui revisarem com es poden obtenir aquests

espectres, a partir dels tridimensionals, i1 ho aplicarem al rang d’equilibri universal, quan
les condicions son d’isotropia estadistica. L’interes dels espectres unidimensionals rau
en el fet que sovint les nostres mesures son series espacials de dades unidimensionals,
obtingudes en travessar rectiliniament una regio del fluid, aplicant I’anomenada hipotesi
de camp congelat o de Taylor. Aquesta hipotesi, que comentarem amb detall en el
capitol 3, considera que, travessant prou rapidament la regidé del fluid que volem
estudiar, els diferents camps no experimentaran variacions apreciables, durant el temps

de transsecte, aixo és, els veurem “congelats”.

//// :271://(

Figura 1.6. Representaci6 de les longituds d’ona A =27 /k lligades a diferents nombres d’ona
tridimensionals, &k (blau), &' (vermell) i k"' (verd), que participen en un nombre d’ona

unidimensional X, generat al llarg de la direccié de mesura X,.

Per il-lustrar la idea de I’espectre unidimensional en un espai de més dimensions, en la
figura 1.6 en presentem un exemple. En aquesta figura, considerant com a exemple

I’espai bidimensional, s’ha establert com a direccid hipotética de mesura la direccio x,

(fletxa vertical ascendent), la qual estara associada al nombre d’ona unidimensional £,
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que ens servira de variable d’un espectre unidimensional. Si fixem un valor de &,

(fronts d’ona horitzontals 1 de color blau), el valor corresponent de 1’espectre

unidimensional tindra la contribucié de diferents nombres d’ona bidimensionals, amb

diferents direccions, pero que de fet tots compleixen k>k,. En la figura s’han

representat tres nombres d’ona bidimensionals amb moduls k£ (blau), £’ (vermell) i £

(verd) 1 amb direccions diferents, els quals es projecten amb el mateix nombre d’ona &,
sobre la direccid x,, 1 per tant contribueixen en I’energia corresponent a k. Aixi, en
general, ’espectre unidimensional (dependent de k) es podra calcular a partir d’una

integral, que implica I’espectre tridimensional, 1 que s’estendra entre els valors de &,

100,

Si ens fixem en el cas de la velocitat, a partir de la definicid del seu tensor de correlacid

(1.9a), podem definir les correlacions longitudinal f(r;) 1 transversal g(r,) respecte a

la direcci6 r,, respectivament, com a:

f(r)= (R33 (}_;))F=(0,0,r3) =15 (3 )u; (x5 +77) (1.34a)

g(ny)= (RII(F))F:(O,O,r3) =u, (x3)u, (x5 +13) (1.34b)

En condicions d’isotropia, el tensor de correlacio de velocitats (1.9a), 1 de fet qualsevol

tensor d’ordre 2 dependent de 7, pren la forma segiient (Hinze, 1975):

R, (r)=u,Fu, (3 +7)=C(r)3,

m

+D(r)nr, (1.35)
On les funcions C 1 D depenen del modul de la distancia relativa ». Introduint les

definicions de les correlacions longitudinal i transversal (1.34) en 1’expressio isotropa

(1.35), trobem la dependencia del tensor de correlacid Ry, en les funcions f(r) 1 g(r):
- ry—g(r
R, () = g(r)5,, +wm (1.36)

Per tant, qualsevol de les correlacions unidimensionals que es poden formar a partir de
les components de la velocitat turbulenta, en condicions isotropes, depen de les funcions

f(r) 1 g(r), o bé és zero. Aixi, 1 com a exemple, a continuacié es mostren diferents

correlacions unidimensionals calculades a partir d’1.36:
(Ris (M0, =t (53 )3 (xy +73) = 0 (1.37a)

(Rlz (F))F:(O,O,r3) =1, (x3)u, (x5 +15) =0 (1.37D)
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(R (F))s—qy 00y = 1 (2, (3, + 1) = f(17) (1.37¢)

(Rzz (’7))7:()’1,0,0) =1, (x)u, (x, +17) = g(1y) (1.37d)

Tornant a I’expressio isotropa (1.35), si fem la transformada de Fourier de R, (7) per

trobar E, (k) —tal com es defineix a 1.10a—, trobem que aquest Giltim tensor també

pren una forma isotropa en linia amb 1.35, aixo és A(k)o,, + B(k)k,k, , sent A 1 B

funcions del modul del nombre d’ona. Utilitzant la definicié 1.12a de 1’espectre

tridimensional E(k), en 1’apartat B.4 trobem la forma explicita de 4 1 B , 1 per tant

E, (lg) , que pren la forma segiient:

E, (k) =i")(5,m - k’kmj (1.38)

47c* k?

Les transformades de Fourier de les correlacions longitudinal i transversal (1.34) son els

anomenats espectres unidimensionals longitudinal F,,, (k;) i transversal F,, (k;), els
quals es defineixen a continuaci6é com a:
17 :
Fiag (k3 = — [ drs 1) expl-i ksr;)
7 (1.39a)
1 .
f(VS) = E J.dk3F'long (k3) eXp(l k3l"3 )
17 :
Fra (k) =— [dr; g() expl-ikyrs)
- (1.39b)

1 o0
g(l"3) = 3 Idk3Erans (k3) exp(i k3l"3)

on els factors numeérics de davant de les integrals anteriors fan que les normalitzacions

dels espectres unidimensionals siguin:
u,” = [dk,F,,, (k) = [dkF,, (k) (1.40)
0 0

Aquestes normalitzacions s’han obtingut considerant les definicions de les correlacions
transversal 1 longitudinal (1.34), 1 pel que fa als limits d’integracid, s’ha tingut en

compte que les correlacions unidimensionals son funcions parells (apendix B).
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Finalment, el lligam entre [’espectre tridimensional de 1’energia i els espectres

unidimensionals, tal com es demostra en ’apartat B.4, a partir d’1.38 és:

Fippy (k) = | E](Ck)(l—i—zjdk (1.41a)
1 % E(k)
F, .. (k3) =5 kf ( ]dk (1.41b)

on, tal com s’ha comentat al principi d’aquest apartat, els limits d’integraci6 van de £,

a oo. Aquestes expressions son molt importants per a aquest treball, ja que son les que
ens permeten comparar les dades experimentals amb els models tedrics d’espectre

tridimensional.

Respecte a la correlacid del camp escalar generic ® definida a 1.9b, en condicions

d’isotropia pren la forma segiient, aixo ¢és, depen només del modul de 7 :
Ry (r)=0(X)0(X +7) (1.42)
La transformada de Fourier d’aquesta correlaci6 —calculada amb 1.106— depeén només

del modul del nombre d’ona, aixo és, pren la forma E,, (k). Utilitzant la definici6 de
I’espectre tridimensional de la variancia, E,(k), donada a 1.125, i recordant que la

integral de tot I’angle solid és igual a 47k ”, trobem:
E, (k) = {§dQ,E,, (k) = 47k E,,, (k) (1.43)

Ja que sovint mesurarem els camps escalars efectuant transsectes unidimensionals, sera

interessant definir la correlacié unidimensional d’un camp escalar generic © :

So(ry) = (Rea (?))7:(0,0,r3) =0(x;)0(x; +13) (1.44)

I la seva transformada de Fourier és I’espectre unidimensional del camp escalar F,(k;):

Fy(ky) =% jd o) exp(=ikyry)
(1.45)

1,(r3) = j dk,F, (k) exp(i kyr,)

De manera semblant a com hem fet abans amb els espectres longitudinal i transversal,
podem obtenir la condicié de normalitzaci6é de I’espectre unidimensional de 1’escalar a

partir d’1.44 1 1.45:
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0 = Tdk3F9 (k) (1.46)

I tal com es demostra en l’apéndix B (apartat B.4), el lligam entre l’espectre
unidimensional i tridimensional és:

£, (k)
k

F,(ky) = T dk (1.47)

En el cas del model tridimensional de Panchev i Kesich (1969), els espectres
unidimensionals de la velocitat, aixo és 1.41, no tenen solucio analitica, i per tant s’han
de resoldre numericament. En el capitol 3 farem una aproximacié analitica per a
I’espectre transversal, i més concretament per a l’espectre de cisalla, definit en el
proxim apartat. L’espectre de cisalla, directament relacionat amb el transversal de la
velocitat, és de fet el que podem obtenir amb I’instrumental utilitzat en aquest treball
(capitol 3). Respecte a I’espectre de 1’escalar —el qual també podrem calcular
experimentalment—, 1’expressio 1.47 si que té solucid analitica, tant en el cas de
I’espectre de Batchelor (1959) com en el de Kraichnan (1968), i els corresponents

espectres unidimensionals es mostraran en el capitol 3.

1.8. Espectre del cisallament i del gradient de

’escalar

De vegades les dades que obtenim experimentalment corresponen a la derivada vertical
d’alguna magnitud. I si aquesta magnitud és la component horitzontal de la velocitat,

sera convenient treballar amb la correlacio del cisallament, definida en la forma:

)= (M o, (x ')] (1.48)
7=(0,0,r3)

ox;  Ox;

La transformada de Fourier d’1.48 defineix I’espectre unidimensional del

cisallament F_ (k;):
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F. (k)=— J.a’r3 s (zg)exp( ik r3)
(1.49)

fo () = j dk,F,, (k,) exp(i k)

Es pot demostrar, tal com es fa en ’apartat B.4, el lligam entre I’espectre de cisallament

i I’espectre transversal de la velocitat:
ch (k ) k tlam (k3) (150)

Amb 1.48 1 la segona linia d’1.49, avaluades a r, =0, considerant que 1’espectre del

cisallament és una funcio6 real i parell, trobem la condicié de normalitzacio:

(‘%“J ij(k )dk, (1.51)

A partir de I’espectre del cisallament (en condicions isotropes) també es pot trobar la

dissipacié d’energia cinetica turbulenta (es demostra en I’apartat B.4):

cis

_B jF (ky)dk, (1.52)

Pel que fa al camp escalar generic @, i tal com passava amb el cas de la velocitat
(cisallament), també podem definir la correlacié unidimensional del gradient com a:

20(x) 00(x")
Joo(r3) = {a;% o, J o (1.53)

I el corresponent espectre unidimensional del gradient de I’escalar F,,(k;) es defineix

de manera semblant a com s’ha definit I’espectre del cisallament a 1.49 —amb una

transformada de Fourier—, de manera que la relacio entre F, 1 F,, sera semblant a
1.50:
Foo(ky) = k" Fy (k) (1.54)

I pel que fa la seva la normalitzacio, tenim que:

(%j = [ Foy )k, (1.55)

Ox, 0
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Llavors, en condicions d’isotropia, és a dir, quan (86/dx, )’ = (060/ox, )’ = (06/ox, ) , si
utilitzem la definicié de &, de la taula 1.3, a partir d’1.55 trobem que la dissipacio de

variancia és:
g, =06k, (60/6x3)2 = 6K9J.FM (k3)dk, (1.56)
0

Aquesta expressio sera utilitzada al capitol 3 per tal de trobar la dissipacio de variancia

térmica a partir de I’espectre unidimensional de la temperatura.
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CAPITOL 2
CONVECCIO
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2.1. Introduccio

En general, hi ha qui es refereix a la conveccid6 com al moviment intern en un fluid,
sigui quina sigui la causa, perd, més propiament, el terme conveccio s’utilitza quan la
forca que origina el moviment és la for¢a de flotabilitat. Per tant, la conveccid es
produeix en fluids en que existeixen diferéncies de densitat, normalment per variacions
respecte a la direccid vertical de la temperatura o la composicid. Aixi mateix,
s’acostuma a caracteritzar els fluxos convectius segons el procés d’inestabilitat que els
origina. El cas més simple d’inestabilitat convectiva és quan el fluid més dens és sobre
el fluid menys dens. En sistemes aquatics aixo pot ser degut, per exemple, al fet que la

capa més superficial es refreda, o bé a una intrusié d’aigua salada per sobre d’aigua
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dolc¢a. En el primer cas es parla de conveccio termica, ja que ¢€s la distribucio vertical de
temperatura la que fa que el fluid s’inestabilitzi. En el segon cas, en canvi, es parla de

conveccio salina.

Figura 2.1. Mosaic roma que reflecteix la llegenda de I’assassinat d’Arquimedes de Siracusa (287-
212 a. de C.) a les mans d’un soldat roma (trobat a les restes de la ciutat d’Hercula). Arquimedes va

formular el concepte de flotabilitat en el seu tractat Dels cossos flotants.

L’any 1916, John William Strutt Rayleigh (1842-1919), més conegut com a Lord
Rayleigh, motivat pels estudis de Henri Bénard (1874-1939), va deduir analiticament el
criteri per determinar en quines condicions un fluid escalfat per sota i refredat per sobre
pot comengar a tenir regions calentes 1 pujar (i fredes 1 baixar) i iniciar-se la conveccio
(Rayleigh, 1916). Rayleigh va trobar analiticament que quan la temperatura de la
superficie inferior supera la de la superior en un cert valor critic, depenent del gruix de
la capa, la viscositat i difusivitat térmica del fluid, aquest s’inestabilitza i s’inicia la
conveccid termica. En cas contrari, el transport de calor a través de la capa de fluid és
purament difusiu i la capa es manté estable, mantenint un régim de transport de calor

formalment idéntic al que tindria un solid.
L’any 1950 Taylor, que desconeixia el treball de Rayleigh, va arribar a les mateixes

conclusions, 1 durant un temps el fenomen de corrents convectius va ser anomenat

inestabilitat de Taylor (Taylor, 1950). No va ser fins a ’any 1961 que Chandrasekhar,
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en el seu tractat sobre inestabilitats (Chandrasekhar, 1961), va introduir el terme
conveccio o inestabilitat de Rayleigh-Taylor. Avui sabem que les cel-les convectives
observades per Bénard (figura 2.2) responien a un fenomen acoblat com a resultat de les
forces de flotabilitat 1 la tensid superficial, ja que treballava amb una capa de fluid
liquida en contacte amb I’aire per la part superior, i actualment és anomenada conveccio
de Bénard-Marangoni (Pearson, 1958). Tot i aixo, s’utilitza el terme conveccio de
Rayleigh-Bénard de manera equivalent a conveccio de Rayleigh-Taylor. Nosaltres,
seguint la tradicié més estesa en oceanografia, durant aquest treball també¢ ens referirem

a la convecci6 de Rayleigh-Bénard, que simplificarem com a RB.

Figura 2.2. Una de les fotografies originals de Bénard, cel-les convectives amb disposicié hexagonal

(Bénard, 1900).

A finals de la deécada del 1950 es va trobar de manera tedrica un nou mecanisme
d’inestabilitat que es va anomenar doble difusio. La conveccid per doble difusi6 apareix
quan els diferents camps que afecten la densitat tenen difusivitats diferents, com per
exemple la temperatura 1 la salinitat, 1 contribueixen en sentits diferents a la variacio de
la densitat en la vertical, fent que aquesta decreixi en altura. A diferéncia del cas
purament térmic o sali, en que¢ la conveccido es produeix si la densitat decreix en
fondaria, el que a priori sorprén en aquest nou tipus d’inestabilitat és que aquesta
aparegui per densitats creixents en fondaria. Quan el camp que t¢ la difusivitat més gran
(per exemple, la temperatura respecte a la salinitat) contribueix a estabilitzar la densitat,
1 el que té la difusivitat més petita (la sal) a inestabilitzar-la, es dona un régim convectiu
particular que s’anomena de dits de sal, ja que el flux que es desenvolupa presenta una
estructura espacial formada per dits o filaments. Nosaltres indicarem aquest régim amb

la sigla DDDS (doble difusi6 amb dits de sal). En el cas invers, en qué el camp amb
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difusivitat més gran contribueix a inestabilitzar el fluid i el de difusivitat més petita
I’estabilitza, es formen un seguit de capes convectives ben barrejades i separades entre
si per interfases purament difusives, i per aix0 es parla de conveccio en régim difusiu.
La sigla que utilitzarem per referir-nos a aquest régim ¢s DDRD (doble difusié amb
régim difusiu). En la figura 2.3 s’han esquematitzat qualitativament les diferents
configuracions del fluid, que poden donar lloc als diferents régims convectius si es
compleixen els criteris quantitatius de que parlarem més endavant en aquest mateix

capitol. Cal comentar que en la figura s’utilitza I’exemple de la salinitat com a camp de

concentracio.
1 | \
] 'l \\
/ :
I I \
/ : | \
] : ] \
] I \
5 / | \
H ] I \
T p S p T S ) T S P
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CONVECCIO CONVECCIO DDDS DDRD
TERMICA SALINA

Figura 2.3. Diferents configuracions del fluid segons la distribuci6 vertical de temperatura (T),
salinitat (S) i densitat (p = p(T, S)), susceptibles de generar fluxos convectius en els régims

comentats en el text; @ i b corresponen a les inestabilitats de RB purament térmica i salina, ¢
correspon a la doble difusio en régim de dits de sal o DDDS, i d a la doble difusi6 en régim difusiu o

DDRD.

Historicament, el criteri per a les inestabilitats per doble difusi6 el va obtenir de manera
teorica Melvin Stern I’any 1960 (Stern, 1960), seguint la idea proposada per Stommel et
al. (1956) sobre la font de sal perpétua. En I’article de Stern es desenvolupa a bastament
el concepte de la inestabilitat per DDDS, pero el corresponent a DDRD apareixia com

unes indicacions de peu de pagina.

Avui dia ningt no dubta de la importancia de la conveccio térmica en els geofluids, tant
a la capa fronterera planetaria com a ’ocea (referéncies classiques podrien ser Stull,

1988 1 Gill, 1982). Respecte a la conveccid per doble difusioé, hi ha moltes dades
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experimentals en oceanografia sobre la DDDS (vegeu, per exemple, el monografic
publicat per la Uni6é Geofisica Americana, Brandt i Fernando, 1995) , perd a I’hora de
parlar sobre la DDRD les aportacions son molt escasses (Kelley et al., 2003), ja que
normalment apareix en zones polars on les dificultats experimentals sén importants. En
llacs hi ha, sobretot, referéncies antigues de DDRD, com les del llac Vanda, al continent
antartic (Hoare, 1966), i el llac africa Kivu (Newman, 1976), perd recentment han
aparegut nous treballs al llac Kivu (Schmid et al., 2005) i tamb¢é al llac africa Nyos
(Schmid et al., 2004). El treball sobre DDRD a I’estany de Banyoles que nosaltres

presentem en el capitol 4 tamb¢ s’ha publicat recentment (Sanchez 1 Roget, 2007).

En Dlapartat 2.2 d’aquest capitol es presenta el formalisme general que ens permet
abordar el problema de 1’estabilitat d’un sistema sense moviment 1 estratificat. Cal dir,
respecte a aquest apartat, que en escriure les equacions del fluid s’han negligit els
termes difusius creuats entre la temperatura i les concentracions, com els anomenats
efectes Soret (difusi6 de la concentracid deguda a un gradient termic) i Dufour (difusid
termica deguda a un gradient de concentracio). Aquests efectes creuats es negligeixen
habitualment en 1’estudi de la DDRD en els sistemes aquatics naturals. Una vegada
introduides les equacions del fluid (apartat 2.2), en I’apartat 2.3 s’estudia I’estabilitat del
fluid, i per tant s’obtenen les condicions en qué s’iniciaran els diferents tipus de
processos convectius, en particular el cas RB —estudiat amb profunditat en els apartats
2.4 1 2.5— 1 DDRD —estudiat en els apartats 2.6 1 2.7. Com a generalitzacié de la
DDRD, en I’apartat 2.3 tamb¢ s’introdueixen els criteris d’estabilitat en el cas en que hi
ha dos camps de concentracio, amb difusivitats diferents perd molt més petites que la
corresponent a la temperatura. Aquest tipus de conveccid I’anomenarem conveccio per

triple difusio.

2.2. Equacions generals per a I’estudi de la conveccio

entre dues capes

El problema que es considera en aquest apartat €s el d’un fluid incompressible confinat

entre dues superficies paral-leles, horitzontals, infinites i amb separacio d, tal com es
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mostra de manera esquematica en la figura 2.4. Es considera que la densitat p depén de
la temperatura 7 i de la concentracié de cada una de les N espécies de contaminants

presents en el fluid, que indicarem igual que en el capitol 1 amb C, (n=1,2,...,N), 1 que

aquests camps escalars prenen valors fixats sobre les superficies. Aixi, a la superficie

superior amb z =d la temperatura i la concentracio son 7, i C,,, 1 a la inferior, amb

z=0,s6n T, +AT i C,, +AC,,.

CH.O

A

i T perfil lineal C” d

x y71C,

> Y

TO + AT Cn,O + ACU

Figura 2.4. Capa de fluid de gruix 4 limitada per dues superficies horitzontals de mida infinita. Les
condicions de contorn per a 7' i C, en les superficies inferior i superior es mostren en la figura. La
superficie inferior supera la superior en temperatura i concentracié de I’espécie n en AT i AC,, .

Els perfils lineals térmic i de concentracio s’utilitzaran més endavant.

En conveccid ¢€s habitual treballar amb 1’espai, el temps 1 els diferents camps
adimensionalitzats (simbolitzats amb una estrella) utilitzant els parametres
corresponents a la geometria, condicions de contorn i propietats moleculars en la forma
seglient:
xi=xi/d, t"=txr/d*, Ui =Uid/xr , T =(T~-To)/AT, 2.1
Co" =(Co —Cuo)/ACy i p" = pd® (k,” p,)
on, seguint els mateixos criteris de notacidé que en el capitol 1, U, (i =123), p, v i

K7 sOn, respectivament, el camp de velocitat, la pressio, la viscositat cinematica i la
difusivitat térmica. Llavors, a partir de la familia d’equacions del fluid 1.1, amb la
densitat linealitzada 1.2 1 les noves variables sense dimensions (2.1), s’obtenen les

segiients equacions adimensionals per a la capa de fluid:
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- oUU, U,

U, YUY P pd Ra TS, ~RaC 5,42 Y (2.24)
ot ox; ox;, Ox 0x;
i _y (2.2b)
ox,

oTU , 2
or otv, oT (2.2¢)
ot 6xj axj@xj

oC U, 2
oc, oY, - oC, (2.2d)

=7
ot ox . " Ox ,0x

J
on, per simplicitat, s’ha prescindit del simbol estrella. 7, son els quocients entre la
difusivitat de ’espécie n 1 la difusivitat térmica, és a dir 7, =, /k,, 1 en el cas concret
de la salinitat, aquest quocient rep el nom de nombre de Schmidt. Els altres parametres
no dimensionals que apareixen en les equacions 2.2 soén el nombre de Prandtl,

Pr=v/k,, 1 els nombres de Rayleigh térmic, Ra,, i el corresponent a I’especie n,

Ra, , que es defineixen com a:

ATd? AC. d’°
Ra, = 8% d ’ Ry = 8BAC,

n
KV KpV

(2.3)

Noteu que en el denominador de Ra, apareix x,, 1 no x,,1que o 1 S, son els

coeficients d’expansio térmica i contraccid per a I’especie n tal com apareixen a 1.2.

Amb les variables no dimensionals (2.1), la coordenada vertical z pren valors d’entre 0 i
1 —corresponents a la superficie inferior 1 superior, respectivament—, de manera que
les condicions de contorn per als camps escalars son:

z=0=>T=C, =1 : z=1=T=C,=0 (2.4)

El conjunt d’equacions 2.2 es pot simplificar en el cas de dues dimensions, de manera

que tots els camps dependran de les coordenades x 1 z, 1 la velocitat pren la forma

U =(u,0, w). Tanmateix, en les seccions segiients, en comptes de treballar amb la

velocitat, s’introdueix la funci6 de corrent ¥, que es defineix com a u=0¥Y/oz,
=—-0¥/0x, 1 per tant reescriurem les equacions 2.2 en funci6 d’aquesta variable.
Noteu que, de fet, ’existencia de ¥ implica que el flux €s incompressible 1 compleix

2.2b. La funci6 de corrent esta lligada amb la vorticitat, definida com a

Q = 0w/ 0x —0u/ oz, per mitja de ’equacio de Poisson, Q =-V>¥ .
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Llavors, i pel que fa als camps escalars 7 1 C,, sobre una part estacionaria, que varia
linealment en la vertical i que no té variacions horitzontals (perfils lineals de la figura
2.4), suposem unes fluctuacions @ 1 8, que depenen de I’espai i el temps
T'=(1-2)+0(x,z,t) , C,=(1-2)+06,(x,z1) (2.5)
i que, d’acord amb 2.4, compleixen les segilients condicions de contorn:
z=0,1=20=6,=0 (2.6)
En aquest formulisme, les equacions 2.2, per a una capa bidimensional de fluid,

esdevenen (Turner, 1973):

LI S . RaT.%—Ran%+V2§2 (2.7a)
ot Ox 0z ox Ox

%+u%+w%—w:vzﬁ (2.7b)
ot Ox 0z

%, +u %, +w69” -w=1,V0, (2.7¢)

ot ox oz

Respecte a les condicions de contorn del camp de velocitats, tindrem que w=0 per
z=01 z =1, és adir, el fluid no travessa les superficies. Aquesta condicio implica que
la funcié de corrent pren un valor constant sobre aquestes superficies (per exemple
zero), pero la velocitat tangencial u es pot ajustar a una situacidé sense lliscament
(u=0) o amb lliscament (u # 0). En el cas d’una situacio sense lliscament, tenim que
les condicions de contorn per a la funci6 corrent son:

Sense lliscament: z=0l=>¥Y=0¥Y/0z=0 (2.8)
En canvi, si consideréssim que el fluid pot lliscar sobre les superficies limitrofes, per
exemple quan treballem amb una capa de fluid que sura sobre un altre fluid bastant més
dens (Kundu, 1990, p. 361), la component tangencial de la velocitat no és zero, tot i que
si que ho és el cisallament, és a dir, ou/0z = 0. En aquest cas, doncs, les condicions de

contorn per a la funci6 de corrent son:

Amb lliscament: z=01=>¥Y=0’¥/0z"=0 (2.9
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2.3. Estudi de I’estabilitat lineal. Tipus d’inestabilitats

En aquest apartat utilitzarem les equacions 2.7, considerant el cas en que hi ha dos
escalars implicats (la temperatura i una concentracid C,) 1 que les condicions de contorn
per a la velocitat son les de lliscament (2.9). Suposem el fluid sense moviment i amb
una estratificacid vertical lineal determinada pels camps de temperatura i de
concentracio com els que es representen en la figura 2.4. Aquest estat, que és determinat
per les expressions 2.5 amb =6 =0 i per u=w=Q =¥ =0, en tots els punts de
I’espai 1 el temps, compleix les equacions 2.7 de I’evolucié temporal del fluid. Aixi
mateix, el transport de massa i1 energia €s estacionari i purament difusiu, 1 els fluxos

térmic F, 1de concentracié F, son, per tant:

F, =k, AT/d , F, =« AC,/d (2.10)

La densitat de la superficie inferior respecte a la superior, considerant 1.2, és
Ap = p,(=aAT + B,AC,) . En general, depenent de si SAC: > aAT o PAC:I < AT, la
densitat decreix o creix en altura, respectivament. El perfil de densitat corresponent a la
transicid entre els dos casos s’anomena perfil neutre (PN) i complira que SAC: = aAT ,
1 per tant Ap = 0. Utilitzant les definicions 2.3 dels nombres de Rayleigh, la condici6

de perfil neutre es pot escriure amb la forma:

PN:Ra, = Ra, (2.11)

En la figura 2.5 es representa ’espai dels nombres de Rayleigh Ra, — Ra, 1 la recta

corresponent al PN. Aquesta s’ha dibuixat amb vermell discontinu 1 s’hi han indicat les

zones corresponents a Ap<0 (dp/dz>0) i Ap>0 (dp/dz<0), les quals
naturalment son als costats oposats de la recta de PN. Quan dp/dz > 0 es parla d’una
estratificacid estaticament inestable 1, quan dp/dz <0, es diu que és estaticament
estable. En la mateixa figura 2.5 s’ha indicat també quina situaci6 concreta correspon a

cada quadrant del diagrama Ra: — Rar. Aixi, el primer quadrant correspon a aigua

calenta i salada a sota d’aigua freda i no salada, etc.
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Ra, A
Ap=0 , dp/dz=0
//
R4
Ap<0O , dp/dz>0 JRe
7
el
SALAT FRED NO SALAT FRED
NO SALAT CALENT SALAT CALENT
s
i -
— =
—_— — —— Ra,
SALAT CALENT NO SALAT CALENT
NO SALAT FRED SALAT FRED
//
JRe Ap>0 , dp/dz<0
’

Figura 2.5. Espai dels nombres de Rayleigh, on s’explicita la variacio vertical de la temperatura i la
salinitat segons el quadrant, aixi com la recta de perfil neutre (PN), i les zones de densitat creixent

en altura (Ap < 0) i decreixent en altura (Ap > 0).

Tornant a I’estat estacionari i sense moviment, esmentat al principi d’aquest apartat, si
hi superposem una petita fluctuacié u,v,6,6,, el sistema pot evolucionar de diferents
maneres, 1 aix0 ¢és el que analitzarem seguidament. En principi, perd, aquestes
fluctuacions podrien esmorteir-se en el temps 1 llavors parlariem d’estabilitat. En canvi,
si s’amplifiquessin diriem que 1’estat inicial sense moviment és inestable i s’iniciaria la
conveccid. Considerem ara que les fluctuacions de la temperatura, la concentracié i la
funci6 corrent —@, 6, 1 ¥ — son totes petites. En aquest cas, podem negligir els

termes quadratics de les equacions 2.7 1 obtenim:

iﬁ—vzjvzw=—RaT.a—g+Ra1% (2.12a)
Pr ot ox ox

3—v2je=—a—\y (2.12b)
ot ox

i—rlvzjel __oF (2.12¢)
ot ox

Les solucions de 2.12, que, atesa la linealitzacid, seran valides només per a temps no
gaire llunyans de D’inicial, son superposicions dels anomenats modes normals de

Fourier, que escriurem en la forma segiient (Turner, 1973):

59



Capitol 2 Conveccid

Y(x,z,t)="Y, exp(ot)sin(max)sin(mr z) (2.13a)
O(x,z,t) = 6, exp(ot) cos(max) sin(mr z) (2.13b)
0,(x,z,t) = 0, , exp(ot) cos(7x)sin(mr z) (2.13¢)

En aquestes solucions, el nombre d’ona horitzontal és k, =, on a és qualsevol

nombre real, i el nombre d’ona vertical és k, =mz,on m =+1,£2,£3,..., de manera que
es compleixin les condicions de contorn donades en les equacions 2.6 1 2.9, és a dir, els
escalars prenen valors constants a les superficies i el camp de velocitat és compatible
amb la condici6 de lliscament sobre superficies. En les solucions 2.13 1’evolucio
temporal ¢és definida pel terme exponencial, que inclou un parametre de creixement o,
en principi un nombre complex, de manera que o =o0,+iw. El signe de o,
caracteritza I’evolucié de les solucions i, per tant, 1’estabilitat del sistema, de manera
que:

estable: o, <0 , inestable: o, >0 (2.14)
Pel que fa al cas inestable, si la part imaginaria del parametre de creixement ¢és diferent
de zero, w#0, llavors parlarem d’inestabilitat oscil-latoria. En cas contrari, amb
o =0, parlarem d’inestabilitat directa. En el cas que o~ = 0, direm que hi ha estabilitat

marginal (EM) quan @ =0 i que hi ha sobreestabilitat (SE) en el cas que w # 0.

En la figura 2.6.a podem veure una estructura amb cel-les bidimensionals, per al cas en
que el nombre d’ona vertical de les solucions imposades (2.13) és m =1. D’altra banda,
en la figura 2.6.b s’hi ha representat I’evolucio de ’amplitud de les pertorbacions en el

temps, segons la seva estabilitat.

Les diferents evolucions del sistema es poden delimitar en 1’espai dels nombres de

Rayleigh. Per aixo primer substituirem les solucions 2.13 en les equacions linealitzades

2.12 1 obtindrem un polinomi ctbic per al parametre de creixement o :
o® +(Pr+7, +1)k*c? + l(Pr+ 7, Pr+ 7, )k* —(Ra, — Ra,)Prz’a’ | k* JJ +

) , (2.15)
+7,Prk +(Ra1—rlRaT)Pr7r a =0

on k> =k; +k’ =x*(m*> +a’) és el quadrat del modul del nombre d’ona.
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Figura 2.6. a) Camp de velocitat per a un instant de temps fixat pel mode »=1 amb una cel'la de

mida (adimensional) vertical 1 i horitzontal 1/a. ) Evolucié temporal de I’amplitud a partir del
mateix valor inicial en condicions d’estabilitat (o < (), estabilitat marginal (EM: o, =0,

w = 0), sobreestabilitat (SE: o = 0,® # 0), inestabilitat directa (0 > 0, @ = 0) i inestabilitat
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oscil‘latoria (o > 0,0 #0).

Si ens fixem ara en la transicid entre estabilitat 1 inestabilitat, cal imposar, tal com hem
dit, que la part real del parametre de creixement sigui nul-la, o =0, és a dir, o =iw

(amb @ real). Llavors, si substituim o =iw a 2.15 1 després separem les parts real i

imaginaria, trobem que:

ico(coz —(Pr+7, Pr+ 7, )k* +(Ra, — Ra,)Prz°a’ /k2)+

+((Pr+ T, 4—1)kza)2 -7, Prk° —(Ra1 —TlRaT)Prﬂzaz): 0

Perque es compleixi I’equacié anterior s’han d’anul-lar la part real i la imaginaria. Si

comencem igualant a zero la part imaginaria, trobem tres solucions:

o=0

(2.16)

®® = (Pr+ 7, Pr+ 7, )k* + (Ra, — Ra,)Prz’a’ | k*
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La primera solucio, amb freqiiencia nul-la, correspon a I’EM. Si substituim aquesta
soluci6 en la part real de 2.16 i igualem a zero, trobem, per tant, la condicié d’EM per a
un mode caracteritzat per m 1 a, el qual compleix que:

Ra, —Ra, /v, =n*(m’ +a*)’/a’ (2.18)
Aquest mateix mode sera inestable quan es compleixi la desigualtat segiient:

Ra, —Ra, /7, >n*(m* +a’)’ /a’ (2.19)
El valor minim de la funcié 7*(m* +a*)’ /a* és el que s’anomena nombre de Rayleigh

critic, Racr, el qual val Ra, =277 /4 =658 i correspon al mode m=1 (0 m=-1) i

a’ =1/2. Aquest mode rep el nom de mode més inestable, ja que, quan es compleixi la
condicid6 Rar — Rai /71 > Ra., el mode esmentat €s 1’unic que sabem segur que ¢€s

inestable. Aixi, la condicio d’EM 1’escriurem com a:
a, ———-=Ra,, (2.20)

Cal comentar que el resultat que s’hauria trobat aplicant condicions de contorn diferents
per a la velocitat hauria estat també 2.20, pero amb un Ra.- diferent i sempre de 1’ordre

1000 (Turner, 1973).

Tal com ja s’havia fet en la figura 2.5, en la figura 2.7 s’ha tornat a representar la recta
de PN (2.11), pero ara també s’hi ha inclds (de color blau) la recta d’EM, i s’hi indiquen
quines regions seran estables 1 quines inestables (text blau). Tal com hem comentat, just
travessar la recta d’EM, entrant a la regi6 inestable, 1’inic mode inestable ¢és el definit
per m* =1 i a*=1/2, perd a mesura que ens endinsem més en aquesta regid

s’inestabilitzen més 1 més modes.

A partir de I’analisi anterior, 1 mirant la figura 2.7, podem obtenir com a cas particular
els criteris per a I’anomenada inestabilitat de RB. Fixem-nos que la recta d’EM talla
I’eix d’ordenades — Rai =0— quan Rar = Ra., de manera que per la conveccid
termica pura el fet que la densitat creixi en altura no implica d’entrada que existeixi
algun mode inestable, sindé que aixd només succeeix quan Ra, > Ra, ~1000. Aquest
criteri va ser trobat per Rayleigh (tal com hem esmentat en la introduccid) 1 per aixo els

nombres adimensionals que controlen I’estabilitat porten el seu nom.
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Figura 2.7. Estabilitat en funci6é dels nombres de Rayleigh de concentracié (Ra,) i térmic (Ra, )

segons es comenta en el text. Es important fer notar que la figura no és a escala real.

Si tornem a 2.17, veiem que, a més del cas que acabem de discutir, encara hi ha dues
solucions més, on @ ¢s diferent de zero. A partir d’aquestes solucions i de manera
analoga a com acabem de fer per al cas de I’EM, trobarem les condicions per a la
transici6 d’una situacidé estable a inestabilitat oscil-latoria. Si substituim les dues
solucions de @ diferents de zero a la part real de 2.16 1 ho igualem a zero, trobem que
la relacié que defineix la sobreestabilitat (SE) per a un mode qualsevol, caracteritzat per

mia,és:

P 4 2 243
+1 Pr

2
a

La condici6é d’inestabilitat es dona quan en 1’expressid anterior canviem el simbol =
per >. I de manera semblant a com hem determinat la recta d’EM (2.20), en el cas de

2.21 trobem que el mode més inestable correspon a minimitzar el membre de la dreta, 1

segueix sent el corresponenta m”> =11 a® =1/2, pel qual la recta de SE és:
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SE : Ra, — Ra, (Prezy) 7 )(1 + g—ljRa” (2.22)
T

(Pr+1)

Quan la difusivitat de la concentracid és molt més petita que la térmica, i per tant la rad
de difusivitats 7, = x;, / K, pren valors molt més petits que 1, tenint en compte que en el

cas de I’aigua Pr = 7, podem aproximar 2.22 amb la forma:

SE(k, <<k;):Ra, = Pr Ra, +Ra,, (2.23)
Pr+1

L’aproximacié que ens ha portat a 2.23 és molt raonable en el cas que parlem de sals

dissoltes, ja que la difusivitat de la salinitat és unes cent vegades més petita que la
difusivitat térmica, i per tant 7, ~107>. En la figura 2.7 també s’ha representat de color
blau la recta de SE —amb pendent Pr/(Pr+1)—, i la corba de LO —blau discontinua—

que separa la zona d’inestabilitat directa de 1’oscil-latoria. Aquesta ultima, perd, no

I’hem deduit explicitament en aquest text.

Resumint, a partir de la figura 2.7 podem caracteritzar els dos tipus d’inestabilitat per
doble difusi6 en funcid dels nombres de Rayleigh. Concretament, a la zona compresa
entre les rectes PN i EM al tercer quadrant —zona marcada amb linies horitzontals de
punts negres—, la densitat és decreixent en altura 1 la inestabilitat és de tipus directe.
Son els anomenats dits de sal (DDDS). En canvi, la inestabilitat en que ens centrarem
en aquest treball, 1 que tractarem amb més profunditat en 1’apartat 2.4, es dona a la zona
marcada amb les linies verticals de punts negres, entre PN i SE, i correspon a

I’anomenat regim difusiu (DDRD).

L’analisi del criteri d’estabilitat per la doble difusié que hem fet aqui es pot estendre al
cas de la triple difusié (DDD) quan son tres els camps escalars que afecten la densitat.
En aquest cas, una de les possibilitats €s tenir dues especies de concentracid 1 la
temperatura, amb efectes estabilitzadors i inestabilitzadors, respectivament, sobre la
densitat. Si els nombres de Rayleigh corresponents a les dues espécies els escrivim com

a Ra, 1 Ra,, llavors el perfil neutre de densitat el podrem escriure de manera semblant

a2.11 com a:

PN, :Ra; = Ra, + Ra, (2.24)
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En aquest cas, si es fa I’analisi d’estabilitat (Griffiths, 1979a 1 1979b), quan les
difusivitats de les espécies siguin molt més petites que la térmica, la condicio de
sobreestabilitat que s’obté té la forma segiient:

_ Pr
Pr+1

SE,,p : Ra, (Ra, + Ra, )+ Ra,, (2.25)

Noteu que les expressions 2.24 i 2.25 son iguals que 2.11 1 2.23 si canviem Ra, pel
nombre de Rayleigh total de concentracid, Ra, + Ra,. Aixi doncs, per al cas de la
DDRD, els resultats obtinguts per doble difusié son generalitzables al cas de triple

difusid, quan 7, 1 7, son forga més petits que 1, canviant només Ra, per Ra;+Ra.

2.4. Conveccio de Rayleigh-Bénard (RB)

Tal com hem esmentat en ’apartat anterior, quan 1’unic escalar que fa variar la densitat
¢és la temperatura (AC, =0 1 Ra, =0), la conveccid s’inicia quan el nombre de
Rayleigh térmic supera un cert valor critic de I’ordre de 1000, aixo és, Rar > Ra.r, 1 en
aquesta situaci6 parlem d’inestabilitat o convecci6 de RB. Quan es dona aquesta
circumstancia, un element de fluid situat a la superficie inferior (z=0), de la qual és
allunyat infinitesimalment, pot pujar fins a arribar a la superficie superior. En la
definici6 de Rar, en ’equaci6 2.3, veiem que el numerador conté els termes que son
favorables a la flotabilitat, i el denominador conté els efectes desfavorables: la friccio
hidrodinamica (viscositat) i el refredament per intercanvi de calor amb el medi

(difusivitat termica).

En aquest cas, 1 si suposem un sistema d’una extensioé horitzontal infinita, considerarem

que el camp mitja de la temperatura, 7, depén del temps i només de la coordenada

vertical, i les fluctuacions, 7', del temps i de les tres coordenades espacials, de manera
que T =T(z,t)+T'(%¢). Llavors, en abséncia d’un camp mitja de la velocitat, les
expressions de 1’evoluci6 del camp mitja (1.3¢) 1 del flux térmic (1.4) s’escriuen amb la

forma:
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o _ o (2.26)
ot oz
Fr =—K‘T6—T+WT’ (227)
0z

on, tal con ja hem comentat, el primer terme del flux térmic F, correspon al transport

difusiu —proporcional al gradient térmic— 1 el segon al convectiu, el qual s’obté a
partir de la mitjana del producte de les fluctuacions de la component vertical de la
velocitat w amb les fluctuacions térmiques 7. Si bé en principi totes les magnituds
mitjanes depenen de la coordenada vertical 1 del temps, quan s’assoleix I|’estat
estadisticament estacionari 1’equaci6 2.26 es fa zero, i per tant el flux térmic (2.27) és

constant al llarg de la direccio vertical.

Si ara adimensionalitzem el flux térmic (2.27) d’acord amb els criteris indicats a 2.1,
obtenim I’anomenat nombre de Nusselt:

F.
Nu=—-1 (2.28)
Kk, AT /d

el qual, d’acord amb el que hem comentat, en condicions estacionaries sera independent
de z i de ¢, 1 per tant prendra un valor constant. De fet, dependra dels parametres
adimensionals del sistema, que apareixen en la familia d’equacions 2.2, aix0 ¢és, els
nombres de Rayleigh térmic i de Prandtl. Aixi mateix, sembla que també hi pot haver
una petita dependéncia en les condicions de contorn de les superficies limitrofes, en
funcié de si aquestes son lliures o no, en funcidé de la seva rugositat (Ciliberto i
Laroche, 1999) o en funci6 de la conductivitat térmica de les superficies limitrofes en
els muntatges experimentals (Brown et al., 2005). Finalment, la mida horitzontal del
sistema sembla que afecta lleugerament el flux de calor (com a exemple numeéric vegeu
Shishkina 1 Wagner, 2006, i com a exemple experimental, Xu et al., 2000, i
Funfschilling, 2005). Aixi doncs, en general, podem suposar que:

Nu = f(Ra,,Pr,I,CC) (2.29)
on I'=D/d ¢és I’anomenada relacié d’aspecte, que es defineix com el quocient entre
les dimensions horitzontal (D) 1 vertical (d ), que caracteritzen el sistema. I CC, en
I’expressido 2.29, indica les condicions de contorn. Encara que en aquest treball
considerem sistemes amb extensid horitzontal infinita, a la practica, 1 ateses les

limitacions teécniques, els experiments de laboratori i numeérics es fan amb I" molt
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proximes a la unitat, exceptuant alguns casos en que s’arriba com a maxim fins a 1’ordre
de 10. Tanmateix, no hi ha estudis prou solids que determinin la dependéncia de Nu

amb I' 1 CC, 1 per tant en aquest treball considerarem que Nu = f(Ra,,Pr).

L L) T L] T T T
10" s
P
I'/. )
! e
= 10k -
7 . i
3 ’f..'
7
10° E . ood -
10° 10° 10° 10" 10"°

Figura 2.8. Tipica dependéncia del nombre de Nusselt en funcié del nombre de Rayleigh térmic.

Dades experimentals extretes de Wu i Libchaber (1992).

Si bé dels diferents models de conveccid turbulenta en parlarem amb més detall en
’apartat segiient, en la figura 2.8 es pot veure que, en general, Nu depen de Ra, . Aixi,
per a valors de Ra, inferiors al critic (ordre 1000) es veu que Nu =1, ja que en aquest
cas F, =x,AT/d, 1iper tant el nombre de Nusselt (2.28) val 1. Tanmateix, una vegada
Ra, > Ra,,, en el sistema s’estableixen cel-les estacionaries, en general tridimensionals
(poden ser també¢ rotlles bidimensionals) de mida vertical d, i de mida horitzontal
semblant. A mesura que s’incrementa Ra,, el comportament deixa de ser estacionari,

tot passant per diferents transicions, i el régim passa del tipus oscil-latori al caotic, pero

sempre mantenint una disposicid espacial en forma de cel'les, fins que a partir de
Ra, ~10° (per a I’aigua) el sistema es torna turbulent i es desorganitza (Tritton, 1988).
A la zona no turbulenta, aixd és, quan Ra, <10°, Saltzman (1962) i Lorenz (1963)

resolen el flux bidimensional com un sistema dinamic en un espai fasic de dimensi6 3.
Posteriorment, hi ha hagut altres treballs semblants per a fluxos tridimensionals en un

espai fasic de més dimensions (Tong i1 Gluhovsky, 2002). En I’apendix C descrivim
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breument el conegut sistema de Lorenz, que hem reproduit, i presentem alguns dels

resultats numerics que hem obtingut.

Finalment, per Ra, >10°, ja en régim turbulent, i una vegada assolit I’estat

estadisticament estacionari, el camp 7(z), que inicialment era lineal —tal com es

representa en la linia discontinua de la figura 2.9— pren la forma que es mostra en la
mateixa figura 2.9 amb tra¢ continu. Concretament, el perfil de temperatura presenta un
gradient important localitzat a les dues zones proximes a les superficies limitrofes, de
gruix or, 1 a la zona central (gros de I’escalo) —predominantment convectiva— aquest
gradient és molt petit (quasi no s’aprecia en la figura). Els passos intermedis d’aquesta
evoluci6 es mostren en I’apéndix C (figura C.2). Centrant-nos en les zones limitrofes,
on apareixen gradients importants de la temperatura, aixo ¢€s, a les superficies amb

z=0,d, la component normal de la velocitat ¢és nulla 1 el flux térmic (2.27) ¢és

purament difusiu; per tant, el nombre de Nusselt (2.28) pren la forma segiient:

7).,

Ny = — L Z==0d (2.30)
AT /d

1 ST : capa térmica fronterera
iy / A

¢ %

. [ il
i \
! \

' _ .- ZOna convectiva

0 TO+AT

Figura 2.9. En perfil térmic discontinu purament difusiu (lineal), i en perfil térmic continu mitja en

condicions de turbuléncia, amb les zones frontereres térmiques de gruix O7 i la zona convectiva

amb un gradient térmic molt petit (inapreciable en la figura).

68



Capitol 2 Conveccid

Una estimacio del gruix de la capa fronterera térmica es pot fer a partir del gradient de
la temperatura a les superficies limitrofes —on la variaci6 de temperatura és A7 /2—a
partir de:

AT /2 d

P — = (2.31)
oT
T

 2Nu
expressio que utilitzarem per descriure quantitativament els esglaons multidifusius

z=0,d

mesurats a I’estany de Banyoles 1 que es presenten en el capitol 4. D’altra banda, en el
gros de I’esglad térmic representat en la figura 2.9, el flux térmic és dominat pel terme
turbulent, i el terme difusiu de 2.27 és negligible. Per tant, el nombre de Nusselt pren la
forma segiient:

_ 7).

= (2.32)
kAT /d

Naturalment, en condicions estadisticament estacionaries, els valors de 2.30 1 2.32 han

de coincidir.

2.5. Models de flux térmic per conveccio de RB

turbulenta

A partir de la década del 1960 és habitual considerar la dependéncia funcional entre el
flux térmic adimensional 1 el nombre de Rayleigh en forma de llei potencial (Turner,
1973):

Nu = CRa,” (2.33)
On p 1 C poden dependre en principi de Pr (vegeu 2.29 i la discussié anterior).

Seguint els resultats experimentals de Townsend (1959) 1 altres, Howard (1964) va
introduir un model en que a la part superior de la capa fronterera térmica inferior es
formen estructures discretes 1 calentes —térmiques— que es desenganxen a causa de la

seva flotabilitat, 1 segons el qual p=1/3 1 C=0.086 (en el cas de I’aigua). Aquest

model, amb p =1/3, é més conegut com la /lei dels 4/3, ja que si a partir de les
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definicions de Nu a 2.28 1 Ra, a 2.3 reconvertim I’expressié 2.33 per obtenir el flux

térmic amb unitats fisiques, trobem que aquest té la dependéncia segiient:

2 1/3
FT=C[%J AT* (2.34)
v

Una propietat important de la llei dels 4/3 és que el flux térmic, i per tant el de calor, €s
independent de la mida vertical del sistema, aixo és, de d. En general, pero, les
dependéncies del tipus 2.33, quan s’expressen en forma dimensional, donen un flux

termic dependent del gruix de la capa, encara que no sigui aixi per a p = 3.

Posteriorment a aquest primer model, i a partir de la década del 1980, després de
diferents estudis experimentals amb relacions d’aspecte superiors a 1 (Krishnamurti i
Howard, 1981), es va comencar a considerar el que després (década del 2000)
s’anomenaria vent de turbulencia, aixo €s, una estructura de flux dominant, en forma de
cel-les tridimensionals, que ocupa verticalment tot 1’espai de la capa i amb una relacid
d’aspecte igual a 1, 1 es va recuperar, per tant, la idea de les cel-les corresponents al
mode més inestable analitzat en ’apartat 2.2.1. Més concretament, es considera que el
vent de turbuléncia no llisca sobre les superficies limitrofes (z = 0,d), motiu pel qual

apareix una capa fronterera per a la velocitat de gruix J,,. El vent de turbuléncia

s’alimenta energeticament del flux de flotabilitat associat a petites térmiques que es
desenganxen de les interfases difusives termiques. Llavors, i a partir de 1’escala més
grossa, que correspon a la del vent de turbuléncia, un seguit de processos no lineals
lligats a la turbuléncia activa la cascada energetica cap a les escales més petites, fins que
I’energia és dissipada per la viscositat. Tal com detalla Fernandes en un estudi
experimental sobre conveccié de RB (Fernandes, 2001), amb relacions d’aspecte prou
grans, el flux €s, en un sentit estadistic, horitzontalment homogeni 1 asimeétric respecte a
I’eix vertical. Aixo ¢és, s’ha de pensar en el vent de turbuléncia (per a relacions d’aspecte
prou grans) com en les escales dominants, des d’un punt de vista estadistic. El mateix
autor, a partir d’eines estadistiques, troba que la major part de 1’energia cinctica
turbulenta correspon a les escales més grosses (les corresponents al vent de turbuléncia).
Aquest vent, present en totes les interpretacions actuals que es fan sobre la conveccio de
RB, ha donat a llum dos models que analitzarem a continuacio: el de ’anomenat grup

de Chicago (com a primera referéncia vegeu Castaing et al., 1989, 1 com a recopilacid,
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Niemela et al., 2000) i la teoria d’unificaci6 de Grossmann (Grossmann i Lohse, 2000,

2001, 2002, 2003 1 2004).

El model del grup de Chicago considera que per a fluids amb Pr >1 la capa fronterera

de la velocitat J,, (generada pel vent) supera la térmica o, 1 per tant existeix una zona,

que anomenen de barreja, delimitada entre els limits superiors de la capa fronterera
termica 1 la capa de la velocitat. En aquesta zona es generen térmiques que s’acceleren
fins a assolir la velocitat del vent de turbuléncia, i s’hi incorporen. Aquest model preveu
una llei del flux diferent de la dels 4/3, i més concretament s’obtenen per I’expressio
2.33 els valors p=2/7=0.286 i C~0.2 (per nombres de Prandtl de ’ordre d’1).
Aquesta parametritzacid va ser corroborada amb eines numeriques (Kerr 1 Herring,
2000, i Kerr 2001). També amb la idea de la importancia de la capa fronterera de
velocitat, una referéncia molt coneguda en I’ambit de ’oceanografia és la de Kelley
(1990), que en el cas de l’aigua (Pr=7) i1 recopilant una multitud de dades
experimentals dona els valors C =0.164 1 p=0.284.

També considerant la idea del vent de turbuléncia, Grossmann i Lohse (2000) presenten
el que anomenen una teoria d unificacio per a la conveccio de RB turbulenta. El model
considera que, en principi, les dissipacions d’energia cinetica i de variancia térmica

mitjanes en tot el volum que ocupa el fluid, les quals designem com a <g> 1 <5T >, poden

tenir contribucions de les capes frontereres (CF) de velocitat 1 temperatura, 6, 1 0;, 1

de la resta del domini (el gros de 1’esglao), en la forma:

(&) =(&)cr +(€) e (2.35a)

<8T> - <5T >CF + <8T>gros (2-35b)

Els autors del model consideren diferents regims purs caracteritzats per la importancia

relativa de les dissipacions a les diferents zones 1 dels gruixos o, 1 J,. Llavors, per als

casos limit s’obtenen les lleis potencials de la taula 2.1. El métode seguit per obtenir
aquests resultats es basa fonamentalment en arguments dimensionals, a partir de les
equacions de balang de 1’energia cinctica turbulenta i la variancia de 1’escalar. Els
prefactors (constants del davant de les funcions) s’han obtingut a partir de resultats
experimentals. Els prefactors de la taula 2.1 es basen en dades amb I' =1, tot i que per a

relacions d’aspecte superiors, els autors, seguint resultats recents (Funfschilling et al.,
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2005), indiquen que no hi ha gaire variacid. Tal com s’ha recopilat en la taula 2.1, el

model també prediu el nombre de Reynolds corresponent al vent, definit com a

Re=Ud/v,on U és lavelocitat lligada a I’escala gran.

Regim: | Dissipacions Capes Nu Re
dominants: frontereres:
1, Oy < O; 0.27Ra,"* Pr'’® 0.037Ra,'"” Pr='*
& &
I, Eer {r)r oy >0 0.33Ra,'* Pr /" 0.039Ra,"? Pr='¢
1, e Oy < O; 0.97Ra,'” Pr'”® 0.47Ra,”"” Pr"°
& &
1, Een {1 Sy >3, | 0.51Ra," 0.19Ra,’ pr23
11, T Oy < O; 6.43x10° Ra,” " Pr'® | 5.24x107 Ra,”” Pr"
8 gT ToS
1, “ 8y >, | 3.43x10° Ra,” Pr™"7 | 6.46x107 Ra, " Pr="
1, o) Oy < O; 4.43x10* Ra,"* Pr'? | 0.036Ra,* Pr™"'?
g ToSs gT ToS
v, § 8y > 6, 0.038Ra,"” 0.16Ra,"’ Pr?"

Taula 2.1. Diferents régims purs previstos pel model de convencié de Grossmann, aixi com les

dependéncies Nu(Ra,,Pr) i Re(Ra,,Pr).

Finalment, Grossmann i Lohse (2000) entenen que hi ha casos transitoris entre els

régims proposats. En aquesta linia troben un criteri, a I’espai definit per Ra, —Pr, per

determinar quins estats purs, dels enunciats en la taula 2.1, s’han de combinar per

obtenir les dependéncies del flux térmic 1 el nombre de Reynolds del vent.

Complementariament, obtenen que la dependéncia potencial que resulta del model de la

zona de barreja del grup de Chicago, comentada en aquest mateix apartat, coincideix

numericament amb la superposicid dels estats 7V, 1 11, . Els autors no concreten en el

model si el flux térmic dominant a la zona barrejada és portat principalment pels

plomalls vinculats al vent o per la turbuléncia de fons en forma de térmiques. De fet,

més concretament, diuen: “The present theory does not make any statement about how

the heat is transported from the bottom to the top, i.e. whether it is mainly convective

transport or mainly transport through plumes... both create thermals and viscous

dissipation”.
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2.6. Doble difusio en régim difusiu (DDRD)

Si en I’apartat anterior hem considerat la conveccid en sistemes monodifusius
(temperatura), en aquest considerarem sistemes multidifusius, i més concretament
aprofundirem en el régim DDRD. Aquest régim, tal com hem vist en I’apartat 2.3,
requereix que els dos camps escalars que afecten la densitat —la temperatura i la
concentracio— decreixin en altura, de manera que la combinacié de tots dos faci que el
perfil de densitat sigui lleugerament estable estaticament (decreixent en altura), aixo ¢és,

molt proxim al perfil neutre (PN), del qual també hem parlat en ’apartat 2.3.

En la figura 2.10 s’ha representat precisament un perfil de temperatura (vermell) i un
altre de concentracio (blau), els quals conjuntament produeixen un perfil de densitat
(verd) estaticament estable (decreixent en altura) i1 proxim al neutre. El perfil de la
densitat s’ha calculat amb la forma linealitzada (1.2), que produeix variacions iguals a

Ap = p,(—aAT + PAC), tal com també s’ha indicat en la figura 2.10. Llavors es

defineix la ra6 d’estabilitat de la densitat R com a:
PAC
R ="= 2.36a
? aAT ( )
expressio que, recordant la definicié dels nombres de Rayleigh a 2.3, €s equivalent a:

R, = Ra,/Ra, (2.36b)

A pOoAT p,BAC Ap =—p,aAT +p,BAC
Z

Figura 2.10. A I’eix horitzontal, contribucions a la densitat (lleugerament estable i en verd) per part
d’estratificacions lineals en la temperatura (inestabilitzant i en vermell) i la concentracié

(estabilitzant i en blau), on 7 és la coordenada vertical (apuntant amunt).
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Recordem que, anteriorment, en el diagrama de Rayleigh de la figura 2.7, hem
identificat la zona d’inestabilitat DDRD (marcada amb linies puntejades negres i
verticals) com la regié que es troba entre la recta de perfil neutre (PN) —caracteritzada

per Ap =0 o equivalentment R, =1— i la recta de sobreestabilitat (SE) definida per
2.23. Llavors, si a 2.23 negligim Ra,, (ordre 10°) respecte de Ra, i Ra, (generalment

d’ordre molt superior a 10%), i utilitzem 2.36h, trobem que la recta de SE correspon a

R,=Pr+1)/Pr (R, ~1.13 per a l'aigua a 14°C). Per tant, el valor de la ra6

d’estabilitat de la densitat R, ens serveix de criteri per valorar I’existéncia de la
inestabilitat DDRD, ja que, més concretament, es pot considerar que pot existir DDRD

si R, e( 1, @Pr+1)/Pr ).

La generalitzaci6 de la rad d’estabilitat (2.36) al cas de triple difusid és (Griffiths, 1979a
11979b):

R, = (ﬂlAC;Z szCz) (2.374q)
R, =(Ra, +Ra,)/ Ra, (2.37b)

Tornant a la figura 2.10, si una petita particula d’aigua €és desplagada verticalment de la
seva posicid d’equilibri (circumferéncia discontinua) i1 la deixem en una posicid
lleugerament superior (circumferéncia continua), la forca de flotabilitat tendira a
restaurar la seva posicio original i oscil-lara al voltant d’aquesta seguint un moviment
harmonic simple (negligint la viscositat), de fet, amb la coneguda freqiiéncia de Brunt-
Viisdld N, definida com a (Tritton, 1988):

N> =—(g/p,)dp/dz=g(BAC—aAT)/d (2.38)
Tanmateix, si considerem el flux difusiu (térmic 1 de concentracid) entre la particula 1
I’ambient, com que la difusivitat térmica és molt més gran que la corresponent a la
concentracio (per exemple la salinitat), durant la tornada a la posici6 d’equilibri la
particula es refredara, mentre que la concentracio es mantindra basicament invariant. La
particula, per tant, sobrepassara la posicid inicial amb una temperatura més petita que la
corresponent a la posici6é d’equilibri (i una densitat lleugerament superior), 1 es produira
aixi una for¢a addicional en el mateix sentit del desplacament (descendent). Si

I’estratificacio en la densitat és prou petita, una vegada sobrepassada la posicio inicial, i
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amb sentit descendent, la particula s’anira escalfant i tornara a sobrepassar la posicid
inicial (en sentit ascendent) amb una temperatura superior a la inicial i una forca
addicional en sentit positiu. D’aquesta manera obtindrem un moviment oscil-latori amb
amplitud creixent en el temps, 1 per tant una inestabilitat de tipus oscil-latori, tal com

hem deduit en I’apartat 2.3.

L’efecte de la inestabilitat DDRD sobre el conjunt del fluid sera un flux de calor en
sentit ascendent i1 superior al flux de la concentracié (també ascendent), de manera que
el flux de densitat resultara a favor del seu gradient (descendent), tal com veurem en
I’apartat 2.7. Aix0 contrasta amb el fet que el transport d’una magnitud per processos

difusius o turbulents es produeix habitualment en contra del seu gradient.

ESCALA GROSSA :
?(Z) ) C. 8. ;(Z) INTERFICIE DIFUSIVA

/‘;\ CAMP MITJA :
Y ‘1‘/ 7@ .C@ . p)
A

Z )
A CAPACONVECTIVA 3

AT |/

Figura 2.11. Estructura espacial dels camps mitjans i dels camps lligats a I’escala grossa d’una

distribucié de tipus esglaons en el context de doble difusié en régim difusiu.

En la figura 2.11 s’ha representat una estructura en forma d’esglaons, resultat final de la

inestabilitat per multidifusi6 (doble o triple difusid), en que s’indiquen els camps
mitjans de temperatura T , concentracions C, i densitat ;n per a cada esglag, 1 el que

s’anomena perfil d’escala grossa, que defineix una estratificacid de fons per als camps

75



Capitol 2 Conveccid

mitjans 1 que en aquest text simbolitzarem amb T, C, i p£,- Aquests s’acostumen a
calcular suposant un comportament lineal entre el punt mitja d’una interficie difusiva i
el de la segiient, tal com s’aprecia en la figura. En la mateixa figura també s’ha

representat el flux de densitat /7, que a partir d’1.2 es relaciona amb els fluxos térmic

(F; ) 1de concentracio de I’espécie n ( F, ), com a:

szpO(ﬂnFCn_aFT) (239)
Noteu que F, apunta a favor del gradient de densitat (€s negatiu), ja que en aquest tipus

de sistemes —tal com hem esmentat— domina la contribucié del flux termic afF),

(sentit ascendent) sobre la del flux de concentraci6é S, F,, (també sentit ascendent).

Malgrat que la teoria d’estabilitat lineal presentada en I’apartat 2.3 prediu que la DDRD

es dona quan 1<R, <(Pr+1)/Pr, en oceanografia i limnologia s’han trobat
distribucions de tipus esglaons en la franja aproximada 1< R, <10. Utilitzant aquest

ultim criteri, en la figura 2.12 (extreta de Kelley et al., 2003) s’hi han representat les
zones més susceptibles de produir-se DDRD en mars i oceans. Amb negre, 1 sobretot
zones polars entre 200 1 300 m de fondaria, es representen les zones amb estratificacio

I1<R, <3, les quals anomenarem altament inestables, i amb gris es representen les

zones més estables, amb 3< R, <10. A més de les zones polars esmentades, també

s’inclouen algunes arees del mar de Labrador, la costa del Brasil i el mar Negre. Pel que

fa a les referéncies limnologiques, ja s’havien comentat en 1’apartat 2.1.

Si s’aconseguis parametritzar bé els fluxos térmic 1 de concentracions en funci6 de la
mida i dels increments térmic i de concentraci6 a cada cel-la convectiva (esglad), i
trobar la mida de la cel'la d com a funcié dels gradients térmic i1 de concentracio,

s’aconseguiria expressar els fluxos com a funcions dels gradients de 1’estratificacié de
escala grossa dT /dz i dC, /dz, ja que AT =|dT/dz) d i aC, =(dC, 1dz) d . Aixo

permetria implementar en models numerics de circulacio el transport doble (i triple)
difusiu. La conveccid DDRD es considera avui dia un mecanisme rellevant de barreja
en ’ocea (Gargett i Holloway, 1992), tot i que 1’estat de coneixement d’aquest tema no
permet encara incorporar-lo en els models (Merryfield et al., 1999; Ruddick 1 Gargett,
2003).
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Figura 2.12. Zones dels oceans i mars del planeta susceptibles de produir-s’hi DDRD (figura extreta
de Kelley et al., 2003).

Tot 1 aix0, en I’apartat segiient mostrarem alguns models de flux que s’han publicat al
llarg de la recent historia de la DDRD, si bé cap no té I’aprovacié general de la
comunitat cientifica. En el capitol 4 contrastarem aquests models amb les dades

experimentals que es presenten en aquest treball.

2.7. Models de flux termic per conveccio DDRD

Tots els models de DDRD desenvolupats fins a I’actualitat tracten de parametritzar els

fluxos térmic 1 de concentracid F, 1 F,. 1la mida de les capes convectives d de manera
local, tal com hem esmentat en la part final de 1’apartat anterior. Es a dir, volem

determinar funcions fr, fC i fd amb:

Fy = 7,\dT /1 d=,dC 1 dz,d) (2.400)
F.=1. (d?/dz, d?/dz,d) (2.400)
d=7, (d?/dz,dz/dz) (2.404)
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dependents de valors locals, aixo és, dels valors d’una unica capa convectiva com la

remarcada de color negre en la figura 2.11.

Les funcions 2.40 depenen també de les propietats termodinamiques 1 moleculars,
encara que aquesta dependéncia no s’ha explicitat en les relacions anteriors.
Tradicionalment, pero, i tal com ja hem comentat, la dependéncia dels fluxos térmic i de
concentracid s’acostuma a reescriure de manera adimensional introduint unes noves

funcions f;, f.:

Nu = f;(Ra,,R,) (2.41a)
R, = Zzij ~ fo(Ra;,R,) (2.41b)

on el flux de calor adimensional Nu es defineix de la mateixa manera que en la
conveccid de RB, aix0 és amb 2.28,1 R, ¢és la rad dels fluxos de flotabilitat, la qual es
defineix en la mateixa equacio 2.41b. Cal fer notar que la dependéncia respecte a AC a

2.41 esta garantida a través de R, .

El primer model fisic sobre DDRD va ser proposat per Turner (1965 i 1968). Aquest
model segueix la linia proposada per Howard (1964) per conveccié de RB, 1 es basa en
I’estabilitat marginal de les interfases per explicar el mecanisme de transferéncia de
calor entre les interfases difusives i la zona convectiva. La difusivitat molecular fa que
augmenti el gruix de la interficie difusiva i, a mesura que transcorre el temps, com que

K. << Kk, , la interficie térmica supera en gruix la de concentracid, fins que apareix una

zona estaticament inestable just per sobre de z = 0. Dit d’una altra manera: el model
assumeix que, quan el nombre de Rayleigh teérmic de la interficie assoleix el valor critic
de I’estabilitat marginal (ordre 1000), es formen térmiques (estructures calentes
discretes) que pugen per flotabilitat. Tanmateix, els treballs publicats indiquen que les
observacions existents no corroboren aquest fet, ja que els nombres de Rayleigh de la
interficie que es troben superen en un ordre de magnitud el valor critic. En el capitol 4, 1
basant-nos en les mesures a l’estany de Banyoles, discutirem que aquest fet
possiblement és degut a una mala definicié del nombre de Rayleigh de la interficie, el
qual nosaltres proposem modificar (Sanchez i Roget, 2007). Tot i aquesta discrepancia
conceptual, tal com ja hem comentat, el model de Turner és encara la base de moltes

parametritzacions actuals 1 prediu que (Turner et al., 1970):
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Nu=C(R,)Ra,"” (2.424q)
R, ~7"’R, (2.42b)
Fixem-nos que trobem la llei dels 4/3 per a la transferéncia de calor, pero, a diferéncia

de la conveccio de RB, on C era una constant, la preséncia del camp estabilitzador de

concentracio fa que ara C depengui de la ra6 d’estabilitat.

Pel que fa a la parametritzacié de R, , en general s’accepta el comportament descrit per
2.42b, encara que el mateix Turner va veure amb els seus experiments que per sota d’un

cert R, la dependencia 2.42b ja no ¢€s correcta i es produeix un sobtat augment de R .
El valor de R, en qué es produeix el canvi de régim, amb I’augment sobtat de R,

varia d’un experiment a un altre (Fernando, 1989a). Alguns autors han plantejat la

hipotesi que en el limit R, — 1 la ra6 de flotabilitat compleix R, —1, fet que seria

coherent amb un transport exclusivament turbulent (Kelley, 2003).

Per explicar el procés de formacié d’una multiplicitat d’esglaons DDRD, Turner
considerava una capa de fluid amb un perfil lineal de salinitat i amb la temperatura
homogenia, escalfat per sota. Una vegada formada una capa convectiva ben barrejada (a
la zona inferior del fluid) i1 limitada superiorment de la resta del fluid amb una interficie
difusiva, aquesta capa seguiria creixent fins que la interficie, en la seva evolucio
temporal (augmentant el gruix per difusid6 molecular), assolis 1’estabilitat marginal.
Llavors, la capa convectiva deixaria de créixer, i a partir de la seva interficie superior es
reiniciaria el procés i1 es formaria una nova capa convectiva que comengaria a créixer en
mida, 1 aixi successivament. Turner, seguint aquests arguments, va trobar la segiient

dependencia per a la mida de la capa:

1/4

3
d=(Ra, /4 vig “’: r) . (2.43)
Kg(gﬁ‘dC/dz)

on Ra, ~1000 1 | dC/ dz | és el modul del gradient de concentracio en I’escala grossa.

79



Capitol 2 Conveccid

Basant-se en les dades experimentals de laboratori de Turner, Huppert (1971) va

introduir la primera dependencia pera C(R,), en el cas en que el camp estabilitzador és

la salinitat, que anomenarem H71:

H71: C(R,)=0.323R}’ (2.44)

També amb dades de laboratori amb la salinitat, Marmorino 1 Caldwell (1976), a partir

d’ara MC76, van proposar:
MC76: C(R,)=8.58x10" exp{4.6exp(~ 0.54(R, ~1)} (2.45)

Seguint la linia del model de Turner, aixo és, amb transport dominat per térmiques que
es desenganxen de les interfases difusives. Linden 1 Shirtcliffe (1978), LS78, van

proposar, a partir d’arguments teorics, la segiient funcio C(R)):

(1 _i2p )4/3
(1_2_1/2/;1/3

Expressio que és més general que les anteriors, ja que €s aplicable a qualsevol camp de

LS78: C(R,) =0.058 (2.46)

concentracio amb una ra6 de difusivitats 7. LSF8 també proposen una llei per a la rad

de flotabilitats, la qual és independent de la ra6 d’estabilitat:

LS78: R, w1 (2.47)

Pel que fa a la funcio C(R,), malgrat el gran nombre de parametritzacions existents,
totes son poc fiables a la zona de baixa estabilitat (1< R, <3), ja que hi ha poques

dades experimentals en aquest rang i les que hi ha varien molt d’un experiment a un
altre (sobre un ordre de magnitud), tal com es pot veure en la figura 2.13, reproduida de
Kelley (1990). Tot 1 aixo, Taylor (1988), T88, proposa el model segiient, en el qual

volia incidir exclusivament en el rang de baixa estabilitat:

T88: C(R,)=0.27/R’ (2.48)

També Kelley (1990), basant-se en la figura 2.13, que recull totes les dades
experimentals existents fins a aquell moment (amb la salinitat), proposa la

parametritzacio seglient:

K90: C(R,)=0.0032exp(4.8/R)"™) (2.49)

80



Capitol 2 Conveccid

Del que hem dit fins aqui es veu que hi ha hagut una gran quantitat de treballs que han

anat mes en el cami de trobar la funcié C(R,) que no pas de validar la llei dels 4/3, la

qual actualment s’utilitza ampliament en oceanografia.

1 - L i i i i L A

- * | rmmmmee- Huppert (1871) -

1 o ————————  Marmorinc & Caldwell (1878) |

| —— —— = Linden & Shincife (1978) -

) —=—=—=— Taylor (1088) L

. . —— K eley (1090) i
10" o
Qo .
10°

10°

R

P

Figura 2.13. Prefactor C de la llei dels 4/3, en funcié de la raé d’estabilitat de la densitat R 5o aixi

com els diferents models comentats en el text. Dades experimentals recopilades per Kelley (1990).

Tot 1 aixd, s’ha plantejat utilitzar per al flux de calor lleis potencials, de les que
s’utilitzen en conveccid de RB, sobretot la del tipus 2/7 (Kelley, 1990; Schmid et al.,
2004), 1 Sanchez 1 Roget (2007) proposen el model de RB de Grossmann i Lohse
(2000).

Un replantejament teoric alternatiu als anteriors és el que fa Fernando (1987, 1989a i
1989b). Aquest autor planteja que, en el mecanisme de creixement d’una capa
convectiva DDRD, el fet que la interficie superior assoleixi 1’estabilitat marginal no
implica que la capa deixi de créixer i aparegui una altra capa convectiva a sobre, ja que

els remolins de la turbuléncia es menjarien la capa convectiva naixent fins al moment en
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que la interficie fos prou estable. Una vegada assolida I’estructura estacionaria
d’esglaons, la fisica d’aquest model també és diferent de la de Turner, ja que Fernando
proposa que el mecanisme de transport de la calor i la sal no sén les térmiques, sin6 la
turbuléncia de fons existent en el gruix de 1’esglad. Més concretament, Fernando diu
que les termiques interaccionen amb els remolins generats per la dinamica turbulenta.

Per explicar la divergeéncia de valors de C(R,) en la regio de baixa estabilitat

observada en la figura 2.13, Fernando proposa I’existéncia de dos régims diferents: el
régim de transport difusiu (F89td), que es pot donar dins de tot el rang de raons
d’estabilitat, 1 el de baixa estabilitat (F89be), que només pot apar¢ixer per a estabilitats
baixes. En el primer régim els remolins de la turbuléncia no entren mai a la zona
d’interfases difusives, a diferéncia del que passa en el segon reégim, en que,
ocasionalment, els remolins de dues capes convectives consecutives poden fins i tot
entrar en contacte. Per aixo en el réegim F89be els gruixos de les interfases térmiques i
de concentracid tenen mides semblants. Els fluxos térmics en aquest model s’escriuen
de la manera segiient:

F89td : Nu=7x10"Ra"”’ Pr'” (2.50a)
F89be: Nu =4.7x10"*Ra"? Pr'? (2.50b)
on els prefactors de 2.50 s’han trobat a partir de resultats de laboratori, en que el camp

de concentraci6 és la salinitat. La transicio entre els dos régims és definida per:
2/15 p..2/5 1/2( _ p-l 1/2)
R,Ra; " Pr*" 7 "\l-R 7
B 1/2 )1/5
(1 Rt

=0.15Nu*" (2.50c)

Pel que fa al cas de la sal com a factor estabilitzador (7 =107) i per a nombres de
Rayleigh al voltant de 10°, la transicié de régim es produeix per R , ~2. Les raons de
flotabilitat proposades pel model de Fernando son:

F89td: R, ~7'"°R, (2.50d)
F89be: R, ~0.15R, (2.50e)
Observem que 2.50d coincideix amb 2.42h. Respecte a la mida de la capa convectiva,
I’autor troba que en tots dos casos:

(gaFT )1/2 1

)3/4 (1 —R;l )3/4

F89: d =125

(2.500)
(gﬂ‘d?/dz
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Fernando, en els seus articles, remarca la relativa bona concordanga entre les

parametritzacions (2.50) i les dades experimentals disponibles en llacs, mars i oceans.

Tal com hem vist en aquest ultim apartat, al llarg de la recent historia de la DDRD han
aparegut diversos models teorics 1 parametritzacions per als fluxos i la mida de les capes
convectives. Tot 1 aix0, no hi ha cap model o parametritzacié que descrigui el conjunt
de dades experimentals existent en la bibliografia i que es considera fiable. La
possibilitat d’obtenir noves mesures —com les que presentem en aquest treball— 1 els
avengos computacionals afavoreixen que una part de la comunitat cientifica torni a
abordar amb inter¢s el tema de la DDRD, amb I’esperanca de poder disposar els anys

vinents d’un marc fisic més robust que pugui ser validat.
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3.1. Introduccio

Les primeres mesures de turbuléncia en I’ambit de I’oceanografia daten de la decada del
1950 i van tenir una finalitat purament militar, en I’ambit de la deteccid de solcs de

submarins (Stewart i Grant, 1999). Sembla que aquesta tendéncia es va estancar, i
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afortunadament la recerca posterior va ser civil 1 enfocada al pur coneixement de la
fisica dels geofluids aquatics. Les mesures de turbuléncia en sistemes aquatics naturals
han estat i estan plenes de dificultats técniques, entre les quals podem destacar el fet
d’haver de mesurar magnituds definides sobre un ampli ventall d’escales espacials (o
temporals), les més petites de les quals generalment son de 1’ordre dels mil-limetres (o
mil-lisegons), perd en alguns casos —com en la salinitat i en general en les
concentracions de constituents— cal arribar fins als submil-limetres. Per a escales
temporals 1 espacials tan petites, les amplituds de les variables que s’han d’estudiar son
també molt petites 1, per tant, calen instruments amb molta resolucio (per exemple, la
mil-lésima de grau en temperatura) i de resposta rapida. Malauradament, en aquests
rangs €s molt dificil controlar la contaminacié del senyal, i per tant en aquest tipus
d’estudis no només els sensors son de gran importancia, sindé que també ho és que el
tipus de vehicles o suports en els quals s’incorporen no vibrin en el rang de freqiiéncies
del senyal. A aquest tipus de dificultats, per a 1’estudi experimental de la turbuléncia en
medis naturals, s’ha d’afegir la natura intermitent de la turbuléncia, que sovint requereix

un mostreig exhaustiu.

En aquest capitol descrivim la instrumentacioé de la microestructura utilitzada en aquest
treball 1 els parametres fisics que aquest tipus de mesures proporciona. La inferéncia de
variables fisiques a partir de les mesures realitzades sovint no és trivial i cal recorrer al
coneixement general que es t¢ de la turbuleéncia per poder-les obtenir. Aquests aspectes
més teorics 1 conceptuals lliguen el que ja hem exposat en els capitols 1 1 2 amb el
seglient, 1 també els exposarem en aquest capitol. Finalment, revisarem altres aspectes
metodologics —experimentals 1 matematics— que repercuteixen en la qualitat dels

resultats que presentem.

3.2. Descripcio de ’instrumental

Els sistemes de mesura de microestructura més estesos son els perfiladors, la majoria
dels quals mostregen la columna d’aigua en caiguda lliure per evitar tensions de cables

que puguin contaminar el senyal. Tot 1 aix0, els perfiladors a vegades també¢ s’utilitzen
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per fer mesures horitzontals o obliqiies, i en aquest cas cal disposar d’algun sistema de
propulsi6 (Lueck, 2005). Ultimament hi ha hagut un gran progrés en el
desenvolupament dels anomenats AUV (autonomous underwater vehicles, vehicles
autonoms submarins) 1, evidentment, els investigadors en turbuléncia se n’han

beneficiat enormement (Goodman et al., 2006).

Els perfiladors verticals es van desenvolupar principalment a partir de la década del
1980, si bé no ha estat fins als ultims deu anys que s’han comencat a comercialitzar.
Aixi, actualment en el mercat podem trobar I’'SCAMP o self contained autonomous
microprofiler (Stevens et al., 1999), ’'MSS o microstructure sonde (Prandke 1 Stips,
1998) i el TURBOMAP o turbulence ocean microstructure acquisition profiler (Wolk
et al., 2002). Per al treball que aqui presentem hem utilitzat ’'MSS. Els perfiladors
generalment tenen forma cilindrica 1 allargada, 1 normalment s’utilitzen en sentit
descendent, si bé hi ha dispositius complementaris per fer mesures en sentit ascendent i
cada vegada hi ha més dades preses en aquest sentit (Stips et al., 2002). Pel que fa a la
longitud dels perfiladors, si son prou llargs son arrossegats menys pels corrents, pero en
contrapartida son més dificils de manejar 1, per tant, cal arribar a un terme mitja. Pel que
fa a les dades que presentarem en aquest treball, el perfilador que vam utilitzar tenia una
longitud d’1 m. Els sensors de mesura estan situats a la part anterior —respecte al sentit
de mesura— del perfilador, de manera que els remolins que es generen al voltant seu no
afectin la mesura. Per quantificar aquesta contaminacid, en general s’accepta que les
mesures amb escales inferiors a la meitat de la longitud del perfilador no son afectades
pels remolins que es generen al voltant (Prandke i Stips, 1998). Els sensors més
habituals en un perfilador es poden classificar en sensors de precisi0 o sensors
d’estructura fina, amb una resolucio fins als centimetres, 1 sensors de resposta rapida o
de microestructura, amb una resolucio fins als mil-limetres (figura 3.1). Entre els
sensors de precisié més habituals que s’incorporen en els perfiladors hi ha el tipic triplet
CTD, amb conductivitat, temperatura i fondaria (pressio), 1 els dispositius optics per
mesurar particules en suspensid, tant organiques com inorganiques. Les mesures
d’estructura fina permeten con¢ixer les condicions instantanies del flux mitja sobre el
qual es genera la turbuléncia. Tanmateix, els parametres turbulents només es poden
obtenir a partir dels sensors de microestructura, i els més habituals son els de

temperatura 1 els de cisallament.
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Anells amb massa per
regular la velocitat limit
de caiguda.

Sensors de precisio:
3 Conductivitat, Temperatura, Pressid,

'E:| .~ Terbolesa.

Sensors de microestructura:
* Temperatura, Cisallament.

Proteccid

Figura 3.1. Perfilador MSS.

Respecte als sensors CTD presents al perfilador MSS, el sensor de conductivitat
eléctrica consisteix en una cel-la de set pols amb una resolucié de 0.0001 mS/cm 1 una
constant temporal de 150 ms . El sensor de precisié de temperatura és del tipus Pt 100,
amb una precisié de 0.01°C Aquest sensor, que esta fet de plati, té una resisteéncia de
100.00 Q a 0°C, 1 la variacié d’aquesta resistencia en funci6 de la temperatura es coneix
amb molta precisid. La constant temporal del sensor de precisiéo de temperatura és de
150 ms 1 per tant no ens permetra resoldre les escales turbulentes, que mesurarem amb
un altre sensor de temperatura de resposta rapida (microestructura). El sensor de pressio
té una constant temporal de 30 ms. Els sensors de microestructura es comenten amb
més detall en els subapartats segiients: el sensor de cisallament en el subapartat 3.2.1 1 el

de temperatura en el subapartat 3.2.2.

3.2.1. Sensor de cisallament de microestructura

Mesurar el cisallament implica obtenir les variacions verticals de la component
horitzontal de la velocitat. El sensor de cisallament de petita escala mesura la tensid que

exerceixen les fluctuacions de la velocitat a I’extrem d’una estructura tubular i la
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transforma en voltatge a partir del fenomen de la piezoelectricitat. La velocitat del
vehicle contribueix a la for¢a transversal mesurada, ja que aquesta és proporcional a
I’angle entre la velocitat turbulenta mesurada i la velocitat de caiguda del perfilador. Per
aix0 hi ha una velocitat minima de caiguda perqué el sensor de cisallament sigui
operatiu. En el nostre cas, per a velocitats inferiors a 40 cm/s el sensor de cisallament no
¢és operatiu. Aquesta restriccid amb la velocitat de caiguda no existeix en el cas que
només es treballi amb dades de microestructura térmica, com en el cas desenvolupat en

el capitol 4.

Els perfiladors, si bé mesuren en el temps, permeten obtenir series espacials dels camps
turbulents. Aixo és possible gracies a la validesa de 1’anomenada hipotesi de Taylor (o
del camp congelat). Aquesta hipotesi considera que, si travessem la regié de fluid que
volem estudiar mitjangant un perfilador i aquest va a prou velocitat, durant el temps de

travessar-la, el fluid no haura experimentat canvis significatius. Llavors, les freqiiencies
f (en s™' = Hz) es relacionen amb els nombres d’ona k (en cpm =m™") mitjangant
k=f/V,onV éslavelocitat de caiguda del perfilador (Tennekes i Lumley, 1982). El

perfilador utilitzat en aquest treball mostreja a 1024 Hz, i durant les campanyes en que
es van fer les mesures es va utilitzar amb una velocitat de caiguda entre 0.2 1 0.5 m/s;
per tant, la resoluci6 espacial variaria entre 5120 1 2048 dades per metre. Tanmateix, el
temps de resposta teorica dels sensors fa que, efectivament, no puguem resoldre les
variables fisiques a escala tan petita. Aixi, en el cas del sensor de cisallament, amb una

constant temporal de 3 ms 1 caient a velocitats entre 0.4 1 0.5 ms, obtenim entre 833 1

667 dades per metre.

Tanmateix, 1’obtencio directa de la velocitat de dissipacid de 1’energia cinética
turbulenta utilitzant les mesures de cisallament de petita escala, a partir de les
expressions matematiques presentades en el capitol 1, estda encara limitada per la
contaminacio del senyal. Aixi, Moum i Lueck (1985) situen el nivell de soroll al voltant
de 10"° W/kg, perd la majoria d’investigadors troben limitacions per a dissipacions
encara més elevades; aquest €s el cas de Yamazaki (Yamazaki i Osborn, 1993), que
situa el nivell inferior de resolucié a 10° W/kg, o Paka et al. (1999), que el situen a
5% 10" W/kg . En ’analisi de les mesures que es van fer a I’Atlantic nord amb el

mateix perfilador utilitzat en aquest treball, es va determinar que el nivell de soroll
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permetia arribar a determinar dissipacions d’energia cinctica turbulenta superiors o
iguals a 3 x 10” W/kg (Lozovatsky et al., 2005). Aquest valor és comparable amb els
valors de dissipacié dels esglaons turbulents estudiats en el capitol 4, i, per tant, els
valors de la velocitat de dissipacid de 1’energia cinética turbulenta que presentarem
s’han obtingut a partir de mesures de la microestructura térmica, tal com discutirem amb

més detall en I’apartat 3.4.

3.2.2. Sensor de temperatura de resposta rapida

El sensor de microestructura térmica incorporat al perfilador MSS és un microtermistor
del tipus FP07 de la casa Thermometrics. Aquest sensor t¢ una resolucié de 0.001°C 1
una constant de temps de 7 ms, que finalment, igual que en el cas del sensor de
cisallament, determinara I’escala més petita que podrem resoldre. La precisié d’aquest
tipus de sensors ¢€s relativament baixa (0.1°C) 1 per aix0 sovint els perfiladors també
contenen sensors de precisid6 de temperatura, tal com hem comentat en introduir
I’apartat 3.2, que ens permetran caracteritzar el camp mitja. Aixi, considerant velocitats
de caiguda entre 0.2 1 0.5 ms, obtenim resolucions d’entre 714 1 286 dades per metre.
En concret, en la campanya en que¢ es van mesurar les estructures de triple difusid
mostrades en el capitol 4, la velocitat limit de baixada va ser de 0.4 ms, fet que implica
una resolucio espacial de 357 dades per metre, aixo ¢s, una dada de temperatura cada

3 mm.

En general, ’escala espacial més petita que cal resoldre experimentalment dependra del
que mesurem. Aixi, en el cas de les fluctuacions turbulentes de la velocitat (de les quals

depenen també¢ els fluxos dels escalars), 1’escala minima és determinada per I’anomenat

nombre d’ona de Kolmogorov, k, =(&/v>)""*, o més correctament per I’escala espacial
vinculada, 7 =2x/k,. Tanmateix, ja hem dit que en aquest estudi hem treballat
sobretot amb dades de temperatura, i en aquest cas el nombre d’ona equivalent al de
Kolmogorov és el de Batchelor, k,, :(g/wcrz)” *, i I’escala espacial corresponent,
17, =2n/k, . En general, per a cada cas particular es compleix que k,, =k, Pr'’?, on Pr

¢és el nombre de Prandtl, que per al cas de I’aigua a 20°C és Pr = (v/ Ky ) ~7,1per tant el

93



Capitol 3 Dades de microestructura

nombre d’ona de Batchelor és més gran que el de Kolmogorov, o, el que és equivalent,
si treballem amb la temperatura tindrem fluctuacions turbulentes a escales més petites

que les corresponents a les fluctuacions de la velocitat. Analogament, si volguéssim
mesurar el camp de salinitat de microestructura tindriem &, = (¢/vi,>)""*, amb I’escala
més petita, que s’hauria de resoldre igual a ng=27/k,, de manera que
k, =k(rs)"?, on 7, = ks / Kk, és el nombre de Schmidt, que per a sals habituals en

aigua a 20 °C val 7, =107, Per tant, pel que fa a la relaci6 entre les escales més petites

afectades per les fluctuacions turbulentes dels diferents escalars, tenim que 7, =7 Pr™""?

1 75 =77TrS”2. Pel que fa al valor absolut d’aquestes escales, si considerem per
exemple una velocitat de dissipacié de 1’energia cinética turbulenta tipica de la barreja
en limnologia, £=10"W/kg, tindrem que n~2cm, i per tant 7, ~0.8cm i
1y #0.08 cm. En aquest treball, pero, el nivell de dissipacid de I’energia cinetica

turbulenta sera inferior, 1 les escales que cal resoldre son lleugerament superiors 1, per
tant, més grans que la resoluci6 espacial maxima que obtenim amb el sensor de

temperatura (3 mm).

3.2.3. Altres mesures de variables turbulentes

Recentment s’ha comengat a introduir la mesura turbulenta del camp de salinitat a partir
de mesures de microestructura de temperatura i conductivitat electrica (Nash i Moum,
2002). La dificultat inherent en aquestes mesures €s que les escales espacials més petites
de la salinitat generalment arriben fins a les décimes de mil-limetre, tal com hem
comentat en el subapartat anterior. Tanmateix, el nivell de soroll en aquestes mesures

sol ser menor.

Durant la decada del 1980 també es van comengar a desenvolupar els anomenats ADCP
(acoustic Doppler current profilers), 1’Gs dels quals s’ha generalitzat en els Gltims anys
gracies a la seva comercialitzacio. Aquests aparells ens permeten mesurar un perfil del
camp de velocitats a partir del rebot d’ones acustiques 1 1’efecte Doppler. Els ADCP es

fan treballar normalment fixats sobre una superficie (el fons del sistema aquatic estudiat
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o una plataforma en superficie) o en la part inferior de 1’embarcacio, pero en tot cas no
es desplacen a través de la columna d’aigua. Tot i aix0, aquests tipus de mesures
permeten obtenir el vector velocitat (tres components) en funcié de la coordenada
vertical. La resolucié espacial dels perfils de velocitat obtinguts amb els ADCP esta en
relacid inversa amb el gruix espacial mostrejat. Per tant, un mostreig focalitzat sobre
una regié molt petita en la vertical permet incrementar la resolucié en aquesta regio i,

fins i tot, mesurar la turbuléncia, si la freqiiencia del mostreig €s prou elevada.

Un cas limit d’ADCP son els ADV (acoustic Doppler velocimeter), que, basant-se en el
mateix principi fisic, mesuren les tres components del camp turbulent de velocitat en un
unic punt de 1’espai. La tendéncia futura en aquest tipus d’instruments s’encaminara a
obtenir mesures de turbuléncia en un domini espacial més gran (Simpson et al., 2005), 1
per tant disposarem de mesures directes dels fluxos en sistemes aquatics, tal com de fet

es fa a I’atmosfera des de fa temps.

3.2.4. Mesures de petita escala de la terbolesa

El turbidimetre de dispersi6 optica utilitzat en aquest treball va ser subministrat pel
fabricant Alec Electronics i incorporat al perfilador MSS (Wolk et al., 2002 i 2005). El
sensor emet llum 1, a partir del seu retorn (backscatter), determina la terbolesa.
L’emissor consta de sis fonts, distribuides en una regi6 circular de 20 mm de diametre,
que emeten llum entre 400 i 480 nm i la focalitzen sobre un punt situat a 15 mm del
receptor. La resolucid espacial d’aquest sensor €s d’uns 4 mm quan el perfilador cau a
una velocitat de 50 cm/s; per tant, encara que generalment se solen caracteritzar aquests
dispositius com a sensors de precisio, de fet aquesta resolucid espacial correspondria al
rang de microestructura, perd no seria suficient per resoldre les escales més petites del

camp de concentracio (igual que per a la salinitat submil-limétrica).

El senyal de retorn, pero, no depén només de la concentraci6 de particules, sind també
de la seva forma, mida i, fins i tot, caracteristiques fisicoquimiques. Per aixo, per a
aquest treball el turbidimetre va ser calibrat dins un contenidor amb les parets interiors

negres, aillat de la llum de fons del laboratori 1 utilitzant mostres d’aigua que contenien
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el mateix tipus de particules que es troben sobre el Ilit fluiditzat de I’estany de
Banyoles, que és la zona que estudiarem en el capitol 4. El contenidor era gros, en el
sentit que permetia que davant del sensor hi hagués una distancia més gran que el volum
de control; en el nostre cas aquesta distancia era superior als 10 cm. Aixi mateix, estava

equipat amb un dispositiu d’helix per mantenir una barreja homogenia arreu del sistema.

Es va repetir I’experiment amb quinze concentracions diferents, que comprenien tot el

rang de treball del dispositiu Optic, 1 en cada un dels casos es va extreure una mostra de
250 cm® per calcular la concentracié de particules. Com que les particules presents a la
suspensio tenen diametres superiors a 1 gm (Serra et al., 2002), els solids d’aquestes
mostres van ser filtrats amb filtres de microfibra amb un diametre dels porus d’1 um 1
posteriorment es van assecar en un forn a 100°C durant dues hores. La massa de les
particules es va mesurar amb una balanca amb una precisio de 0.0001 g. La relacio
entre la concentracid de particules en suspensié (C en mg/l) i el senyal del sensor
(SS) es representa en la figura 3.2 amb punts, i els errors experimentals de SS es
representen amb triangles (els de C son inapreciables en la figura). Com es veu en la

figura, C i SS presenten una clara dependéncia lineal (7* =0.997 ).
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Figura 3.2. Recta de calibratge del turbidimetre optic.
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3.3. Obtencio de I’espectre unidimensional a partir de

les mesures. Espectres universals

En Dl’apartat anterior hem parlat de les mesures de microestructura realitzades amb
perfiladors de caiguda lliure. En les regions on es pot assumir que el sistema té una certa
homogeneitat estadistica local, les dades obtingudes ens serviran per obtenir els
espectres unidimensionals turbulents i, a partir d’aquests espectres, la velocitat de
dissipacio de I’energia cinética turbulenta. Aixi, en aquest apartat, després de parlar de
com s’obté 1’espectre experimental de la turbuléncia, revisarem els models teorics
d’espectres unidimensionals i veurem que comparant-los amb els experimentals s’obté
informacio fisica rellevant per determinar 1’estat turbulent del sistema. Finalment, el
metode estadistic emprat per ajustar els espectres experimentals a un model tedric es

desenvolupara al llarg de I’apartat 3.4.

Per determinar I’espectre experimental cal, en primer lloc, descompondre la columna
d’aigua en petits segments d’una longitud determinada, L,, en qué la turbuléncia es pot
considerar homogenia, i1 en aquests segments es calculen les correlacions
unidimensionals canviant la mitjana sobre la col-lectivitat, que haviem introduit en les
expressions 1.44, per una mitjana espacial. La longitud L, en general depén del sistema
(estratificacio 1 barreja); tanmateix, en una primera aproximacid, en limnologia,
s’acostuma a considerar segments d’1 m per calcular la correlacié unidimensional

definida a 1.44, que reproduim a continuacio:

fe(r3)=6’(x3)6’(x3+r3) (3.1)

La barra horitzontal simbolitza la mitjana respecte a tots els punts x; dins el segment

homogeni. Llavors, a partir de la correlacié 3.1, es calcula I’espectre experimental per
mitja d’una transformada de Fourier, tal com s’explicita a 1.45 (Stull, 1988). Tanmateix,
els detalls del procediment es poden ignorar, ja que hi ha una gran varietat de
programari comercial que permet obtenir 1’espectre d’una serie espacial. Finalment, tal
com detalla Mathieu (2000), si a més es fa la mitjana d’un nombre determinat
d’espectres (encara que limitat), corresponents a diferents realitzacions de I’experiment,
en qué considerem que 1’estat turbulent no ha canviat, 1’espectre experimental obtingut

sera més robust, estadisticament parlant.
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Tot 1 que en el capitol 1 ja hem introduit els espectres tridimensionals i unidimensionals
de la velocitat i la temperatura, en aquesta seccid repassarem breument el que hem
exposat en aquell capitol i farem émfasi en els aspectes metodologics que ens seran de
més interés per a la part experimental d’aquest treball. Seguidament, obtindrem els
espectres unidimensionals del cisallament i el d’un camp escalar —com la temperatura

o la salinitat— a partir dels models tridimensionals mostrats en el capitol 1.

3.3.1. L’espectre del cisallament

Tal com ja hem fet en el capitol 1, en aquest capitol treballarem amb els espectres i
nombres d’ona adimensionalitzats, els quals —igual que en els apartats 1.6.1 1 1.7—
indicarem amb un barret. Aixi, el nombre d’ona tridimensional, I’unidimensional,

I’espectre tridimensional de 1’energia i I’espectre transversal, utilitzant els criteris 1.24,
prenen les formes sense dimensions £, 193, Ek) i E,,, (l€3), respectivament. Cal

remarcar que, encara que les expressions adimensionalitzadores (1.24) s’han introduit
per al cas dels nombres d’ona 1 I’espectre tridimensional, també¢ les utilitzarem amb els

nombres d’ona i I’espectre unidimensional (en aquest cas el transversal).

Quan utilitzem aquestes magnituds adimensionals, la relaci6 1.415 entre 1’espectre

tridimensional 1 I'unidimensional (en condicions d’isotropia) segueix sent valida, de

manera que:
. oA < E(k B2
EFEIIS (k3) = l J.@ 1 + '\3 dk (32)
2; k&

Analogament, tal com hem vist en I’expressio 1.50, I’espectre de cisallament 1 el
transversal es relacionen amb F, (k,)=k,’F,  (k;). Si definim I’espectre de
cisallament adimensional I:ﬁcis (123) en la forma segiient:

Fook) = 1) F k) (3.3)
a partir d’1.50 1 les formes adimensionals dels espectres de cisallament 1 de I’espectre

transversal —donades a 1.24 1 3.3—, trobem una expressio formalment idéntica a 1.50 i

que pren la forma:
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FA‘C[S (k3 ) = k32FA‘trans (k3 ) (3 4)
Finalment, considerant la condici6 de normalitzaci6 (1.52), justament amb les

adimensionalitzacions mostrades, tenim que:

[ £, (ky)dky =2115 (3.5)
0
0.4 . : .
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) 7 4 g
=
2 0.25 .
)
E
= 02 i
%
=
£ 015 1
=01 .

0.05 .

5 S
10 10 10 10 10

k, (sense dimensions)

Figura 3.3. Espectre del cisallament adimensional, i en condicions isotropes, en funcié del nombre

d’ona adimensional. Aixi, el nombre d’ona sense dimensions igual a la unitat equival en forma

dimensional al nombre d’ona de Kolmogorov k.

Si apliquem la discussio anterior a 1’espectre unidimensional de Panchev i1 Kesich per a
la velocitat (1.26), trobem que la integral (3.2) no té solucid analitica, i per tant hem
hagut de recorrer a la integracié numerica per obtenir el corresponent espectre de
cisallament. El resultat que hem obtingut d’aquesta integracid s’ha presentat en la
figura 3.3 amb tracat continu negre, on es pot veure que el pic de ’espectre de

cisallament es produeix aproximadament en un ordre de magnitud per sota de k, (de fet
a 0.12 k,). Recordeu que en ’apartat 1.6.2 hem determinat que el pic de I’espectre de
dissipacio es produeix en un nombre d’ona més petit que el de Kolmogorov, &, (de fet

a 0.2 k,). De fet, I’espectre del cisallament es pot considerar nul per a nombres d’ona
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superiors a k,. Aixi, si volem mesurar el camp turbulent del cisallament, ho hem de fer

amb una resoluci6 espacial igual a 7 =27/ k, —tal com hem avancat en ’apartat 3.2.2.

En aquesta figura també¢ s’ha representat I’espectre de Kolmogorov (1941), amb tracat
continu clar, que hauria de ser valid per als nombres d’ona més baixos representats en la

figura, aixo és, al rang inercial. Comparant ambdos espectres, veiem que efectivament

coincideixen per a 123 petits. L espectre de Kolmogorov, que ja haviem presentat en el

capitol 1 amb la forma dimensional (1.23), pren la forma adimensional E(k)= Ck="

—utilitzant 1.30—. Llavors, considerant 3.2, es pot calcular 1’espectre transversal, que
pren la forma segiient:

24 ~ 5,
rang = C§k3 i (36(1)

inercial

k;)

trans (

Pero I’espectre representat en la figura és el del cisallament per al rang inercial, el qual,

a partir de 3.6a 1 per mitja de I’expressio 3.4, pren la forma segiient:

2
rang = C e

4~ 1/3
k 3.6b
inercial 55 : ( )

E, (k;)

on el valor 24C/55 és I’anomenada constant transversal de Kolmogorov, 1 la constant

tridimensional és C =1.6, tal com hem detallat en el capitol 1.

En la mateixa figura, també s’hi ha representat 1’ajust que Roget et al. (2006) van
proposar com a aproximacio analitica a 1’espectre de cisallament de Panchev i Kesich:

£, (&, )= 0.9372£,7 expl-6.011£,"*) 3.7)

Els quatre coeficients de 3.7 difereixen lleugerament dels que es van publicar, ja que
posteriorment es va optimitzar el metode d’ajust. En la figura 3.3 aquesta forma
analitica 1 I’espectre de Panchev s’encavalquen quasi absolutament. Per tant, si
acceptem el model de Panchev i Kesich (1969), i darrerament sembla que la tendéncia
entre el collectiu oceanografic apunta en aquest sentit (Gregg, 1999), la forma
analitica 3.7 ens permet utilitzar metodes —com el que presentarem en la seccid 3.5—

per determinar de manera automatica la dissipacid d’energia dels sistemes aquatics

perfilats verticalment.
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Finalment, I’espectre experimental de Nasmyth (1970), la forma analitica del qual

donen Prandke et al. (2000), pren la forma segiient:
]€ 1/3
| j 8.05( %Zj
E A 37
1+(2ok/ j
2

Aquest espectre també s’ha representat en la figura 3.3 i, com es pot veure, difereix

(3.8)

Fm(ﬂs):(

forca de I’espectre de Pachev i Kesich per a nombres d’ona petits.

Ara arriba el moment de dimensionalitzar I’espectre teoric de cisallament per mitja de
I’expressio 3.3, per ajustar-ho a dades experimentals. Fins aqui hem utilitzat les unitats
de nombres d’ona més usuals en fisica, els rad / m , aixo és, amb nombre d’ona ciclic,

perd en I’ambit de 1’oceanografia generalment es treballa amb cpm =m ™. Aixi, en la

figura 3.4 el nombre d’ona representat és K =k, /(27) (en cpm) 1 D’espectre de

cisallament és S, =2aF,. (en s~ /cpm), perqué es compleixi la condicié de

cis

normalitzaci6 (1.52), escrita ara en la forma no ciclica com a:

&= %v j S_(K)dK (3.9)
0

k (cpm)

Figura 3.4. Espectre de cisallament en funcié del nombre d’ona per a diferents dissipacions. Aixi

mateix, es representen tres espectres experimentals amb diferents valors dissipatius.
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En la figura 3.4 podem veure I’espectre de cisallament amb el nombre d’ona no ciclic
per a diferents velocitats de dissipacié d’energia cinética turbulenta, juntament amb tres
espectres experimentals. Podem veure que els espectres experimentals segueixen bé la
forma de I’espectre teoric per a un cert rang dels nombres d’ona més baixos. Per a un
cert rang elevat de nombres d’ona, 1’espectre és afectat pel soroll ambiental i finalment

acaba anant cap a zero en el limit de resolucié del sensor.

Tot i que I’obtencid de I’espectre de cisallament ha format part del treball que
presentem aqui, per a l’estudi de la turbuléncia de les mesures presentades en el
capitol 4 1’amplitud del senyal de cisallament de petita escala és comparable a
I’amplitud del soroll, i per tant hem hagut de recorrer a les mesures de microestructura
termica per determinar la velocitat de dissipacié de 1’energia cinética turbulenta. De

I’espectre térmic turbulent en parlem seguidament.

3.3.2. L’espectre unidimensional d’un camp escalar

Analogament al que hem comentat en la secci6 anterior respecte a I’espectre transversal
de la velocitat, la relacid 1.47 —que ens permet obtenir I’espectre unidimensional de

I’escalar F,(k;) a partir de I’espectre tridimensional E,(k) en condicions isotropes—

A

¢s igualment aplicable quan considerem les magnituds adimensionals £, l€3, Z:Z(, (lg) i

I:“g (l€3). Si seguim els criteris per adimensionalitzar que es donen en I’expressio 1.30 1

considerem la relacio 1.56 —de normalitzacid de 1’espectre unidimensional—, trobem:
1= 6k, F, (ky)dk, (3.10)
0

En aquest marc, si considerem els espectres adimensionals de Batchelor (1.32) i
Kraichnan (1.33) en tres dimensions, a partir d’1.47 obtenim que les seves formes

unidimensionals son:

Batchelor: £,(k,) =g %""3)— Jar (1 - erf(@g)) (3.11)

3
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: ., exp(—/6gk;)
Kraichnan: F,(k,)=qg———>——> (3.12)
k 3
on la funcid d’error esta definida en la forma:
2 7 )
erf(y) = —— j exp(—x>)dx (3.13)
N o
1 els valors del parametre turbulent ¢ ja s’han discutit en 1’apartat 1.6.2.
10’ -
w0 [T, 1
10' 2) T,
E .‘N —
\"%‘. k do
=C 10 F T, 1
1 ‘::“’».\
10 il E:
----- Baichelor q=3.9 vx=7 '%ﬁ
1W0°L [ Kraichnan q=7.§ vix=7 N ]
3 i,
10 | L s L
10° 10" 10’ 10'
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0.5
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@ el N Kk
FITI-t 0.25- -~ \‘ ", e T
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w o . ‘\
~ ] ‘,/' “."‘- \‘\
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Figura 3.5. a) Espectres unidimensionals (i adimensionals) de Batchelor (1959) i Kraichnan (1968),

amb els valors del parametre turbulent ¢ que es van donar en I’apartat 1.7, i avaluats per al cas

térmic a uns 20 °C, amb Pr=v/ K, = 7. b) Espectre unidimensional del gradient per als mateixos

casos.

En la figura 3.5.a s’han representat ambdds models i s’hi ha indicat 1’escala de

Batchelor, k,,. En la figura 3.5.5 es mostra I’espectre unidimensional del gradient de

temperatura (1369 = ﬁ91€32), el qual, dimensionalitzat 1 integrat d’acord amb 1.56, ens

dona la dissipacié de variancia (&,). Efectivament, 1 tal com hem comentat en altres

seccions d’aquest capitol, veiem que per a nombres d’ona superiors al de Batchelor

(lgde =1) amplitud de I’espectre unidimensional de 1’escalar es pot considerar nul-la.
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D’altra banda, en la figura 3.5.5 es veu que els espectres del gradient tenen els seus
maxims en un nombre d’ona menor que el de Batchelor, tot i que en ambdds models

aquests maxims son lleugerament diferents: 0.22k,, en el cas de I’espectre de
Batchelor 1 0.15k,, en el de Kraichnan. Per a aquest treball, s’han utilitzat ambdos

espectres per determinar les dissipacions i s’ha constatat que els valors obtinguts

difereixen en menys d’un 30 %.

3.4. Ajust de ’espectre experimental a un model teoric:

estimacio de la maxima versemblanca (EMYV)

En aquest apartat presentem un metode robust per ajustar un espectre obtingut a partir
de dades experimentals a un model d’espectre tedric 1 aixi trobar els parametres fisics
dels quals depén aquest ultim. Si limitem 1’analisi al cas de I’espectre d’un camp
escalar, aquests parametres son la dissipacido d’energia cinctica turbulenta (&) i la

dissipacio de variancia de I’escalar (¢&,). Encara que ¢, es pot obtenir integrant amb

1.56, el valor de ¢ només es pot obtenir ajustant I’espectre experimental de I’escalar al

model teoric corresponent.

El valor de £ també es pot obtenir a partir de I’espectre del cisallament, integrant amb
I’expressio 3.9. Pero en aquest cas el soroll ambiental present en els nombres d’ona més
grossos de 1’espectre del cisallament (figura 3.4) no ens permetria obtenir el valor real
de ¢. Per obtenir ¢ per integracio de I’espectre del cisallament caldria resoldre bé, i
sense soroll, tot el rang d’escales turbulentes, cosa que no sempre €s possible. Llavors,
si es resol bé un rang de I’espectre i s’ajusta a un model teoric, aquest ens permet inferir
I’espectre en el rang que no podem resoldre i, per tant, obtenir-ne finalment la
informacié necessaria. De totes maneres, encara que s’han mostrat tres espectres
experimentals en la figura 3.4, el procediment d’ajust de I’espectre del cisallament a un
model teoric no s’ha desenvolupat en aquest text, ja que ens hem centrat en 1’ajust de

I’espectre térmic unidimensional.
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L’ajust d’un espectre teoric a les mesures experimentals €¢s un metode habitual
d’obtenci6 de variables turbulentes que generalment s’ha abordat per mitja de meétodes
del tipus minims quadrats (vegeu per exemple Luketina i Imberger, 2001). Un metode
alternatiu és el que proposen Ruddick et al. (2000), que consideren una certa variabilitat

estadistica entre 1’espectre experimental, que indicarem amb S, _(K), i el teoric, que

exp
sera minima per al cas del millor ajust. Concretament, a partir de 1’estimacié de la
maxima versemblanga (EMV, o MLE en anglés, maximum likelihood estimation),

aquests autors troben 1’espectre teoric, S (K.,k,,&£,), que més s’ajusta a
’ teo do g

I’experimental S__(K). Més concretament, proposen de considerar que |’espectre

exp
tedric, al qual es vol ajustar 1’espectre experimental, sigui el resultat de sumar 1’espectre
obtingut a partir d’'un dels models de turbuléncia presentats en 1’apartat 3.3, que

escriurem com a S,(K,k,,,&,),11’espectre del soroll, S (K), en la forma:

Sieo (K kg 60) = Sy(K, kg 80)+ S, (K) (3.14)

Tot 1 que hem comentat que I’espectre de temperatura depén tant de ¢, com de ¢ (a
través de k,,), aplicarem el métode de ’EMV considerant només la variabilitat respecte
a ¢ ,jaque &, I’obtindrem directament a partir de I’espectre experimental utilitzant la

integral 1.56. Complementariament, i1 considerant que no sempre tindrem espectres
experimentals que siguin comparables amb models universals, es defineixen diversos
indicadors que ens serviran per tenir un criteri numeric a I’hora de rebutjar els espectres

experimentals que no s’ajustin bé al model teoric.

Tot 1 que els conceptes sobre els quals es basa ’EMV es poden trobar en obres com les
de Priestley (1981) o Eliason (1993), aqui els resumim breument. Suposem que la

magnitud y té una variabilitat estadistica reflectida en una distribucié continua de
probabilitat f(y,a), on a ¢€s un parametre (o una familia de parametres) que volem
determinar. Si fem N mesures independents de la magnitud y, aixo ¢és
{yi;i =12,.... N }, resolta sobre intervals de classe de mida Ay, llavors podem estimar la
probabilitat d’obtenir la mesura y, com a p, = f(y,)Ay, de manera que la funci6 de

versemblanga, A(a), es defineix com la probabilitat d’obtenir les N mesures

independents esmentades:
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A(a) = ]j[pi =H f(,, a)ry (3.15)

Llavors, considerem que la millor estimaci6 del parametre a és aquella que fa maxima
la funcié de versemblanga, i I’anomenarem a (amb un barret). Tanmateix, en lloc de

maximitzar A(a), sovint, i de manera absolutament equivalent, es maximitza el seu

logaritme, que designarem com a A(a):

=

Ma) =In(A(a)) = X In(/(y,,@))+ N In(Ay) (3.16)

i=1

Per maximitzar 3.16 es pot prescindir del terme constant NLn(Ay).
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Figura 3.6. a) Histograma de les 500 mesures realitzades sobre y, i en discontinu es representa la
probabilitat donada a 3.17 per a diversos valors del parametre a . b) Funcié de versemblanca en

funcié del parametre a, calculada amb 3.15.

Com a exemple, en la figura 3.6.a es presenta I’histograma corresponent a 500 mesures

de la magnitud y, amb la probabilitat normalitzada 1 amb intervals de classe Ay =0.5.

Si considerem que la magnitud ha de seguir una distribucid de tipus normal en que
I’Gnic parametre lliure és I’esperanca matematica a, ja que la desviaci6 estandard o

esta fixada com a parametre en aquest exemple amb o =1, tenim que la funcié f,

introduida préviament, depén de y i del parametre a en la forma:
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f(»,a) = \/_O_exp{ (y20“)} (3.17)

Aquesta funci6é s’ha representat en la figura 3.6.a en discontinu per a diversos valors

de a. Seguidament s’ha calculat la funcié de versemblanga A(a), definida a 3.15, per a
cada valor de a 1 s’ha representat en la figura 3.6.5. Com es pot veure, A(a) mostra un

maxim quan a ¢és igual a 2, 1 per tant la millor estimacié del parametre a, que és
determinada per a, correspon a a=2. La distribuci6 de probabilitat (3.17) amb
I’esperanga matematica a =2 es representa en la figura 3.6.a amb un tra¢ discontinu
perd més intens. D’entre totes les distribucions de probabilitat representades en
discontinu en la figura 3.6.a, la que mostra més semblanca amb les dades de I’exemple

¢s la corresponent a una esperanca matematica @ = 2 —tracat discontinu més intens—.

En termes generals, donat un conjunt de N dades, si considerem que segueixen una
distribucié normal —equacié 3.17— amb esperanga a 1 desviacid estandard o, podem

calcular el logaritme de la funci6 de versemblanca amb 3.16:

Ala,0) = —NLn

—aq)’ (3.18)

Buscant el maxim de 3.16 respecte als dos parametres, trobem I’estimaciéo de maxima
versemblanga, amb els valors dels parametres que son la mitjana i la desviacid estandard

de la poblacio:

R 1 & .
=—Zy, : aZ:WZ(y,-—aY (3.19)
i=1

Jenkins 1 Watts (1968) argumenten quin tipus de distribucio té la variabilitat estadistica

de I’espectre experimental S, en funcio del metode de calcul d’aquest espectre, en el

cas que el camp turbulent mesurat prengui una distribucid normal de probabilitat.
Seguint aquest treball, Ruddick et al. (2000) proposen que la distribucio de probabilitat

per a la variabilitat entre un espectre experimental i el model tedric té la forma segiient:

d

S _ 4ol Se 3.20)
S( eXp)—Sm Xi| 3.

teo
On y_ és la distribuci6 continua de probabilitat khi al quadrat amb d graus de llibertat,

distribucié amb mitjana d 1 variancia 2 d, 1 els factors multiplicadors al davant fan que la
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distribuci6 estigui normalitzada a 1. Llavors la funci6 logaritme de la versemblanga la
podem escriure com a:

d 2 Sexp(Ki)d
‘ So(K,>kyg,69)+ S,(K))

AMk,y) = ﬁ: Ln

(3.21)
=1 Sy(K, kg, 69)+S,(K))

El parametre amb qué maximitzarem 3.21 és el nombre d’ona de Batchelor, k,,, que

depén de €.

En la figura 3.7.a es pot veure un espectre experimental (en vermell), juntament amb
I’espectre tedric que t¢ maxima la versemblanga (en blau). L’espectre teoric utilitzat €s
el de Batchelor (1959) més el model de soroll, que en aquest cas és de tipus blanc
(espectre constant). En la figura 3.7.bh es mostren els diferents parametres estadistics que
s’utilitzen com a criteris per acceptar o rebutjar 1’ajust (Sanchez, 2001), que es

comenten a continuacio.

& =5 16266008 Cfsag

10 a) E K. Batchelor = 527 95 radim = 84 0259 cpm b)
\ Inter. 95% conf. : 483.5378 < K. Bat. < 5723624 (rad/m)
&= 19345009 Wiy

r Inter. 6% conf. = 1.3673e-009 < £ < 2 G725e-008 (W/Kg)

= Desv. mitjana abs. (MAL) de Sexp/Steor = 030654 = 0.57735 (Criteri bon ajustament)

Espectra T e cpm

| 3 = Signal-noise ratio = 2.8826 = 1.3 (Criteri bon ajustament)

——  Espectre experimental i Am
o'l Model de sorall i ] S Likelihood ratio = 53.0127 = 2 (Ctiter bon ajustament)

——  Espectre ajustat
Llei potencial : -2.6522

1’ 1’

k: cpm
Figura 3.7. a) Exemple d’un ajust d’espectre unidimensional de la temperatura al model teoric de

Batchelor (1959). b) Dissipacions obtingudes i parametres estadistics de ’ajust.

El primer criteri consisteix a verificar que l’espectre experimental no tingui un
comportament de tipus potencial. En la figura 3.7.a es representa (en verd) la funcid
potencial que s’ajusta més bé a I’espectre experimental, en el rang on aquest supera el
soroll, 1 que simbolitzarem amb S ,,. Noteu que en una representacio logaritmica la

funci6 potencial té una aparenca lineal. En aquest marc es defineix el parametre que

anomenem LR (likelihood ratio) com a:
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LREIO&O[%J 322)

Es a dir, com el logaritme del quocient entre les funcions de versemblanga

corresponents al millor ajust de 1’espectre de Batchelor, S, , i al millor ajust d’una

teo ?
dependencia potencial. Llavors, sobre la base d’aquest parametre el criteri utilitzat és

validar I’ajust quan LR > 2.

Un segon parametre estadistic és I’SNR (signal noise ratio), definit com a:

Seo
SNR = log,,| ~* (3.23)

s

Aquest parametre es defineix amb la intencié de rebutjar senyals amb espectres
experimentals tan proxims al model de soroll que no és possible extreure’n informacio.
A 3.23 veiem que aquest parametre es defineix com el logaritme de la mitjana del
quocient entre I’espectre experimental i el model de soroll. El criteri d’acceptacio de

I’ajust es fixaen SNR >1.3.

Finalment, un tercer parametre estadistic és el que anomenarem MAD (mean absolute
desviation), que es defineix a partir de la desviacidé mitjana absoluta (simbolitzada amb
DMA) del quocient entre 1’espectre experimental i I’espectre tedric amb maxima
versemblancga:

MAD = DMA(S,,, /S, ) (3.24)

exp

El criteri per acceptar ’ajust és que MAD <+/2/d , on d recordem que és el nombre de
graus de llibertat de la distribucio, khi, que Sanchez (2001) va fixar igual a 6 a partir del

comportament estadistic d’un gran nombre d’espectres experimentals.

3.5. Escales espacials i estructura de la turbuléncia

En els estudis de turbuléncia en sistemes aquatics naturals és habitual 1’us de diferents
escales espacials que determinen les caracteristiques del régim turbulent sobre la base

de quines son les forces que dominen. Aixi, per exemple, 1’escala d’Ozmidov ens dona
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una mesura de 1’escala en que la forga de flotabilitat afecta la inercial 1, per tant, on la
turbuléncia deixa de ser isotropa. Analogament, abans hem parlat de 1’escala de
Kolmogorov, que hem relacionat amb 1’escala en qué ’energia cinética turbulenta es
dissipa. Aquestes escales s’anomenen dinamiques 1 son escales teoriques que no ens
diuen res de D’estructura real del flux turbulent. En canvi, I’escala de Thorpe, que
utilitzarem en aquest treball i que introduim en [’apartat 3.5.1, si que ens permet
caracteritzar ’estructura de la turbuléncia que observem, i en aquest cas parlariem
d’escales cinematiques. D’altra banda, en I’apartat 3.5.2 introduirem I’analisi d’ondetes
o wavelets, que també ens permeten caracteritzar 1’estructura de la turbuléncia i
determinar-ne 1’espectre. En general, les eines matematiques 1 els conceptes introduits
en aquesta seccio s’utilitzaran en el capitol 4 per caracteritzar el régim multidifusiu

mesurat a I’estany de Banyoles.

3.5.1. L’escala de Thorpe

L’escala de Thorpe s’obté a partir dels anomenats desplagcaments de Thorpe. Thorpe
(1977) va definir els desplacaments que porten el seu nom com els desplagcaments
verticals necessaris per convertir un perfil de densitat mesurat, que contingui inversions
locals a causa de la turbuléncia, en un perfil monotonament estable. Llavors, I’escala de
Thorpe es defineix com la desviacid quadratica mitjana (RMS) d’aquests
desplacaments, calculada en un segment al llarg de la columna d’aigua d’una llargada
superior a la del desplacament maxim. El desplacament maxim de Thorpe se sol
interpretar com la mida del remoli més gros i 1’escala de Thorpe com la mida

caracteristica dels remolins.

En condicions d’estratificacid ténue, un petit soroll en el senyal pot generar un
desplagament de Thorpe gran que no sigui real. Per tant, és molt important com es
controla el soroll en el procés de reordenament associat als desplagcaments de Thorpe.
Normalment, abans de reordenar el senyal, 1 considerant la resoluci6 dels sensors, es
fixa un llindar per sota del qual el senyal no es reordena. Basant-se també en la idea
d’un llindar, Ferron et al. (1998) van proposar de generar un senyal intermedi abans del

procés de reordenament; aquest senyal intermedi es construeix a partir del perfil mesurat
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1 considerant les limitacions instrumentals. Més tard, Piera et al. (2002) van proposar de
fer servir les ondetes (comentades en el proxim apartat) per netejar el senyal abans
d’ordenar-lo. En la figura 3.8 es presenta un exemple en que es veu com es reordena un
senyal qualsevol, i s’obtenen els desplacaments de Thorpe a partir dels dos meétodes
esmentats. Concretament, en la figura 3.8.a s’ha representat un senyal original (sense
filtrar) i ’ordenat (monotonitzat), i en la figura 3.8.c es representen els desplagcaments
verticals que han estat necessaris per obtenir el senyal mesurat, a partir del perfil
ordenat —aixo ¢s, els desplagaments de Thorpe. Les figures 3.8.6 1 3.8.d son analogues
a les figures 3.8.a 1 3.8.c, perd ara, en comptes d’ordenar el senyal considerant un
llindar, s’ha netejat préviament, fent servir les ondetes, i llavors s’ha reordenat sense
considerar cap llindar. Els resultats que es presenten en aquest treball (capitol 4) per a
I’escala de Thorpe s’han obtingut traient el soroll amb ondetes, tot i que els resultats

obtinguts amb els altres metodes eren practicament iguals.
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Figura 3.8. a) Es mostren un senyal original (en unes unitats arbitraries) i el resultat de
monotonitzar-ho. ») El mateix que en la figura a perd amb el senyal filtrat amb ondetes. c)

Desplacaments verticals de la figura a. d) Desplacament vertical a partir de la figura b.

A Roget et al. (2006) es planteja una distribucid de probabilitat de tipus Weibull
(Weibull, 1951) per als desplagaments verticals 1 ’escala de Thorpe, aplicable en zones

de turbuléncia activa. Aquesta distribucié originariament va ser plantejada amb la

111



Capitol 3 Dades de microestructura

intenci6 de modelitzar la resisténcia al trencament d’alguns materials, pero, assumint
una certa analogia amb el procés de cascading de I’energia en un sistema turbulent, s’ha
proposat de considerar-la escaient per als desplacaments de Thorpe. En aquest cas, la

distribucié de probabilitat acumulada o DPA de les escales de Thorpe L, prendria la

forma:

DPA(L, | A,,c,)=1-exp| — (%J (3.25)

w

on A, 1 c, son els parametres de la distribucio, anomenats factor d’escala i de forma,

respectivament.

Fixem-nos que la definicié de I’escala de Thorpe porta implicit el fet de considerar que
hi ha remolins que capgiren el fluid i que nosaltres el tornem a ordenar. Tanmateix, és
possible imaginar estructures turbulentes dins d’un flux que no s’hagin generat
localment, sind que hi hagin estat arrossegades. En aquest cas, doncs, no té sentit aplicar
el metode de Thorpe per determinar la mida de les estructures que s’hi observen i cal
buscar metodes alternatius. La descomposicié d’un senyal a partir de diferents ondetes
¢€s una bona eina per a aquest proposit, i, de fet, nosaltres la utilitzarem en aquest treball
per caracteritzar la mida de les estructures dins d’un plomall convectiu (capitol 4). Les

idees subjacents en 1’analisi d’ondetes s’exposen en |’apartat segiient.

3.5.2. Analisi multiescalar amb ondetes

Les ondetes son, de fet, elements especialment pensats per a I’analisi multiescalar
(Foufoula-Georgiou 1 Kumar, 1994). Concretament, a partir d’una familia de funcions
que capten la forma del senyal que volem identificar a les diferents escales, un senyal es
pot descompondre com la suma d’aquests elements, de manera que els coeficients
corresponents ens donen una idea de la importancia de les estructures corresponents a
cada escala 1 a cada punt de la serie analitzada. Mallat (1989) va proposar un algoritme
de filtratge que descompon el senyal en escales grosses 1 petites. Fent aix0 es generen
dos senyals, un que conserva les tendencies generals del senyal (coeficients

d’aproximacid) i un altre que conté les caracteristiques més locals (coeficients de
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detall). Aquest procés de descomposicié es va fent de manera recursiva sobre els
coeficients d’aproximacio, deixant intactes els de detall, fins a identificar o localitzar les
estructures existents a totes les escales. Per tant, la descomposicié d’ondetes ens permet
analitzar estructures que varien en 1’espai (o el temps) cosa que no permet ’analisi de
Fourier En aquest treball hem utilitzat la descomposicioé en ondetes en el capitol 4 per
analitzar I’estructura d’un plomall convectiu i visualitzar la seva variacié a mesura que

s’allunya de la font de calor.

Si bé la base dels processos de filtratge correspon a les anomenades transformades
discretes d’ondetes (discret wavelet transform o DWT), utilitzades en 1’algoritme de
filtratge desenvolupat per Mallat (1989), a continuaci6 descriurem I1’anomenada
transformada continua d’ondetes (continuous wavelet transform o CWT), que difereix
de la DWT en el fet que la segona considera totes les escales 1 posicions possibles

(continu).

Per desenvolupar la CWT es comenca considerant I’anomenada funciéo mare, en la

forma W¥(z). Aquesta funcid pot acceptar les operacions de translacidé a una nova
posicidé p i dilataci6 segons un factor d’escala e, i generar una nova ondeta centrada a

p idilatada amb e > 0:

\P(Z) translacio p +dilatacio e N \P( z ; )4 j (3 26)

Considerant un senyal qualsevol #(z), dependent d’una coordenada espacial z, sempre
que ¥ compleixi les condicions de ser una ondeta (Perrier et al., 1995), es defineix la

transformada continua d’ondetes 6 (p,e) en la forma:

5(p,e)=%+jzo9(z)‘{’*(z_pjdz (3.27)

e

En la figura 3.9 podem veure una comparacié simbolica entre la transformada de
Fourier i la transformada d’ondetes. La transformada de Fourier expressa un senyal
donat com un sumatori (integral) de sinusoides de totes les escales (longituds d’ona), i
aix0 ¢és aixi per a tota la scrie considerada. En canvi, la transformada d’ondetes
considera el senyal descompost en estructures —que es correlacionen amb la funcid

triada (funci6 mare)— localitzades en I’espai i de diferents escales. Foufoula-Georgiou i
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Kumar (1994) presenten una interessant revisio de la utilitzacié d’ondetes en estudis

geofisics amb aplicacions, entre altres, a I’estudi de la turbuléncia.

fungi6é mare
ONDETES / funcié mare sota translacié i

dilatacié

q/\f\w_

Figura 3.9. Comparacié entre la transformada de Fourier i la transformada d’ondetes.

De la mateixa manera que amb la transformada de Fourier, podem definir un espectre
d’ondetes 1 la seva integral sobre totes les escales sera igual a la variancia total. Aixi,

I’equacid que ens dona la variancia és determinada per (Perrier et al., 1995):
- tde t1~ 2
0 =C\P'|‘—2”0(p,e)‘ dp (3.28)
0 e —00

on la constant C,, depén del tipus d’ondeta utilitzada. Alternativament, podem definir

I’espectre E'(e) integrant en la forma:
' T N 2
E'e)=Cy [dplf(p.c) (3.29)

Aixi mateix, sobre cada escala e es pot associar un pseudonombre d’ona K (Perrier et

al., 1995), amb una relacio del tipus K =D, /e, sent D, una constant dependent del
tipus d’ondeta utilitzat. Aixi doncs, amb dK = —deD,, /e’ , juntament amb 3.28 i 3.29, i

definint ’espectre unidimensional amb E(K) = E'(e)/ Dy, , trobem:
0 = [ E(K)dK (3.30)
0

L’expressio 3.30 és analoga a la identitat de Parseval per als espectres calculats amb la

transformada de Fourier.
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A la figura 3.10 es representa la forma de I’ondeta Daubechies d’ordre 2 —db2—
utilitzada al capitol 4 per analitzar I’estructura d’un plomall convectiu. Aquesta ondeta
no té una dependéncia analitica —s’obté en forma numerica—. Tanmateix, és 1’ondeta
ortogonal més senzilla que presenta semblances amb una dependéncia sinusoidal —al
menys a escala local—, tal com s’aprecia a la figura 3.10. Aquesta semblanca ¢és
precisamente la rad per la que hem escollit aquesta familia d’ondetes per a 1’analisi que
es presenta a I’apartat 4.2.2 de I’estructura d’un plomall convectiu, que d’altra banda
també es podria haver fet amb el metode classic de Fourier, tot i que en aquest cas,

hauria calgut primer segmentar els perfils.

a 4.3 1 1.5 2 23 3

Figura 3.10: Forma de ’ondeta db2 esmentada en el text, on I’eix horitzontal correspon a I’espai
(per exemple en metres). També es pot veure la funci6 sinusoidal que té el mateix nombre d’ona
que ’ondeta. En el cas concret d’aquesta figura la longitud d’ona i el nombre d’ona sén 1.5 m i

0.6 m™".
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4.1. Introduccio

L’estany de Banyoles (Girona) —figura 4.1— cobreix una superficie d’1.12 km” i té un
volum d’aigua de 0.01612km’. L’aportacié més important d’aigua, amb una entrada

total de 0.5m’ /s aproximadament, es produeix a través de diverses surgéncies situades
al fons de I’estany. Aquesta aigua, captada a les zones muntanyoses de I’ Alta Garrotxa,
passa per un conjunt d’aqiiifers i surt per diverses cubetes amb forma conica

localitzades al fons de I’estany. L’aigua entra a ’estany com un flux vertical i amb

velocitats d’entre 10° i 107 m/s (Roget, 1987; Casamitjana i Roget, 1993). Les
particules solides, resultat de la corrosié de 1’aqiiifer, son arrossegades pel flux d’aigua
entrant 1 es forma dins les surgéncies coniques el que es coneix com un //it fluiditzat
(vegeu ’apartat A.3 de I’apendix A). El gruix d’aquests llits varia segons la cubeta i
I’época de I’any, perd sempre presenten una interficie superior molt abrupta de
concentracio de particules. Aquestes interficies, anomenades [utoclines, ocupen tota la
cubeta a una certa fondaria; per tant, poden arribar a cobrir arees horitzontals de més de
200m de longitud caracteristica. Quan s’assoleixen les condicions estacionaries
(apartat A.3), la sedimentaci6 de les particules és compensada pel flux vertical d’entrada

1 la lutoclina queda fixada a una certa fondaria (Roget et al., 1994).

Figura 4.1. Vista superior de I’estany de Banyoles. Font: Institut Cartografic de Catalunya. S’hi

situen les cubetes coniques B1 i B2 esmentades més endavant en el text.
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La lutoclina, amb gruixos tipics de pocs centimetres, separa la zona inferior de les

cubetes amb elevada terbolesa i fraccions volumetriques de particules d’entre 0.05 i

0.1, de la superior, molt més clara i amb fraccions volumétriques de 1’ordre de 107°.
L’aigua que entra per les cubetes és més calenta que la del fons de 1’estany (fins a uns
10° a I’hivern), i, coincidint amb la lutoclina, apareix tamb¢ una interficie molt abrupta
de temperatura. Aquesta entrada d’aigua calenta determina un flux de calor, d’origen
geotérmic, que ¢és determinant per entendre la circulacid6 general de [’estany,
principalment durant els mesos d’hivern (Roget et al., 1993). D’altra banda, en algunes
cubetes 1’aigua entrant també t€ una concentracid d’especies i0niques, quantificada amb
la salinitat, superior a la de 1’estany. Aquesta aigua més salada s’acumula per sobre de
la lutoclina (Casamitjana i Roget, 1986) i llavors es comporten com a meromictiques.
En resum, doncs, les aportacions freatiques son calentes, amb elevada terbolesa i,
segons en quines cubetes, amb una salinitat lleugerament superior que la de la resta de
I’aigua de ’estany, que és més freda, clara i dolga. Ambdues masses d’aigua estan
separades per interficies horitzontals molt localitzades de particules, temperatura i
salinitat. Globalment la lutoclina és estable, ja que els efectes gravitacionalment
estabilitzadors de les concentracions son superiors als inestabilitzadors de la
temperatura, 1 per tant la densitat decreix en altura. Tot i aix0, sobre la lutoclina es
desenvolupen processos convectius que formen plomalls i eventualment es formen
estructures del tipus esglaons multidifusius, just per sobre del l1lit fluiditzat. La
tendencia difusiva a incrementar els gruixos de les interficies €s més marcada en el cas
térmic que en el de les concentracions, ja que la difusivitat térmica supera com a minim
en un factor 100 les corresponents a les concentracions. Per tant, una vegada el gruix de
la interficie térmica ha superat el de les concentracions, apareix una zona d’inestabilitats
1 es formen estructures amb prou flotabilitat per moure’s en sentit ascendent, bé en

forma de petites térmiques o de grans plomalls.

En aquest capitol analitzarem diferents dinamiques convectives basant-nos en mesures
fetes en les dues principals surgéncies subterranies, les situades en les cubetes BI i BII,
segons el conveni establert per Moreno-Amich 1 Garcia-Berthou (1989), amb les
posicions corresponents localitzades en la figura 4.1. Concretament, en ’apartat 4.2
tractarem la surgeéncia BI, on es desenvolupen plomalls convectius que poden arribar a
assolir la superficie de I’estany. En DI’apartat 4.3, en canvi, descriurem la dinamica

observada en una de les campanyes a la cubeta BII, quan es van trobar esglaons

122



Capitol 4  Dinamica convectiva i flux de calor al fons de I’estany de Banyoles

convectius del tipus triple difusius, que de fet son una generalitzacié de les estructures
de doble difusié analitzades en el capitol 2. En ambdos casos estudiarem els fluxos de

calor associats.

4.2. Dinamica de plomalls convectius a la surgéncia BI

En aquest apartat, centrat en la cubeta que rep el cabal més important d’aigua freatica,
s’han revisat un conjunt de dos-cents vint-i-quatre perfils obtinguts en set campanyes
historiques, distribuides al llarg de diferents ¢époques de I’any, en les quals es van fer

mesures de perfils térmics d’elevada resolucid espacial.

o] 0] 0
5k 4 -5 4 4
-0+ Termoclina estacional -10 A b
=15} . 150 . .
g
L]
hipolimnion
201 1 20} . 1
257 lutoclina | 25 7 1
i
] T B reTe] - ]
Tiit fluiditzat
1 1 1 L L L L 1 L 1
18 20 22 24 0 10 20 30 40 S50 0.66 0.68 0.7 0.72
T (°C) C (mgD 5 (psu)

Figura 4.2. Perfils de temperatura 7(z), concentracié de particules solides C(z) i la salinitat
S (Z) , a la cubeta BI, durant la campanya 160903 (16 de setembre de 2003), on la coordenada z

apunta en el sentit contrari a la gravetat.

En la figura 4.2 hem representat els perfils de temperatura, concentraci6é de particules i
salinitat caracteristics de la cubeta BI, durant I’¢época d’estratificacio. Si ens fixem en el
perfil de temperatura, de dalt a baix, trobem I’epilimnion —en contacte amb el medi

atmosferic 1 barrejat pel vent /0 la convecciod superficial, depenent de 1’¢época—, la
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termoclina estacional —amb un gradient térmic acusat—, 1’hipolimnion —una zona
interior amb una estratificacid molt petita—, la lutoclina —amb un gradient térmic
important que coincideix amb el de les particules— 1, finalment, 1’interior calent del 1lit
fluiditzat. Al llarg de tot I’any, la temperatura a I’interior del 1lit fluiditzat de la cubeta
BI es manté molt constant, en un valor d’uns 19 °C . Pel que fa al perfil de concentracid
de particules, aquest es manté practicament constant per sota de la termoclina, tot i que
presenta un lleuger augment en fondaria, fins a arribar a la lutoclina, on es produeix un

increment brusc que arriba a valors d’uns 130g// dins el llit fluiditzat; aquesta

quantitat, de fet, és equivalent a una fracci6 volumeétrica d’un 5 %. Tanmateix, en la

figura 4.2 només hem representat fins als 50mg//, perqué es pugui veure més

clarament I’increment de concentracid per sota de la termoclina. Aquest increment és
degut a les petites particules que son arrossegades pels plomalls convectius, tal com
s’explica a Colomer et al. (2001), en qu¢ es van descriure per primera vegada els
plomalls de I’estany de Banyoles. L’estratificacié de la salinitat, calculada a partir dels
perfils de la temperatura i la conductivitat eléctrica, també s’ha representat en la
figura 4.2. La salinitat és molt constant en tot I’hipolimnion. Dins el 1lit fluiditzat no es
pot obtenir la salinitat directament a partir de la temperatura 1 la conductivitat electrica,
ja que aquesta ultima és molt reduida pels efectes del sediment. Es per aquest motiu que
el perfil de salinitat esta tallat just a sobre de la lutoclina. De totes maneres, Casamitjana
1 Roget (1986), prenent mostres d’aigua per analitzar al laboratori després que les
particules sedimentessin, van trobar que, almenys aquell cop, a la cubeta BI,
diferentment del que passava en altres cubetes, no hi havia variacions significatives de

la salinitat entre I’hipolimnion i I’interior del llit fluiditzat.

Amb aquest suposit sobre la salinitat, podem calcular la ra¢ d’estabilitat de la densitat a
la regi6 de gradients de la lutoclina, definida a 2.36a, considerant que [’efecte
gravitacionalment estabilitzador és només el de la concentracié de particules (C), 1
I’inestabilitzador €s la temperatura (7" ), de manera que:

AC
=t @D

On «a 1 y son, respectivament, els coeficients d’expansid térmica i contraccio per a les

particules, 1 AC, AT sobn els increments de concentracid de particules 1 temperatura a

les interficies localitzades a la lutoclina (apéndix A). Tenint en compte que la
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variabilitat anual de AT a BI és entre 1 i1 10 °C, aproximadament, i que AC es manté

constant al voltant de 130 g/l, la ra¢ d’estabilitat 4.1 pren valors d’entre 600 i1 60, de
manera que el perfil de densitat és estaticament estable amb R, >1, tal com hem

discutit en el capitol 2.

4.2.1. Flux téermic a la lutoclina

En la figura 4.3.a hem tornat a representar un perfil térmic caracteristic de la cubeta BI,
pero ara ’eix d’abscisses €s la fondaria, de manera que la lutoclina esta localitzada a la
part dreta de la figura. En la figura 4.3.5 hem representat, de manera ampliada, la zona

de la lutoclina, on s’indiquen les temperatures 7,, 7, 1 7,, corresponents

respectivament a la zona homogenia dins el lit fluiditzat, al punt de maxim gradient
térmic (en valor absolut) —amb linia de punts— i a la regi6 inferior de 1’hipolimnion.
El maxim del gradient térmic és, de fet, un punt d’inflexio6 en el perfil de la temperatura,

el qual, pel que fa a la variaci6 en fondaria, passa d’'un comportament concau a convex.

28 T T
26 -
a)
24 .
2 nl =
20 a -
18 r -
16 | | ! ! .
0 5 10 15 20 25 30
z (m)
20 T T k T T T
T,
19 b) —
g sk T1 maxim gradient |
— T,,
17 & > -
ZONA CONVECTIVA ZONA D'ADVECCIO-DIFUSIO
16 | I I | | I I | I
28 28.1 28.2 283 284 28.5 28.6 28.7 28.8 289 29

z (m)

Figura 4.3. Perfil térmic corresponent a la campanya 210703 (21 de juliol de 2003). a) Perfil térmic

de tota la columna sobre la cubeta. b) Detall de la lutoclina.
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Aquests tipus de perfils son els que es desenvolupen perpendicularment a la
discontinuitat entre dos medis diferents, i en aquest sentit podem tamb¢ imaginar-nos la
lutoclina com una superficie matematica sense extensid vertical que separa el llit
fluiditzat calent del fons de I’estany més fred. Aquesta aproximacio, de fet, és la que
farem servir més endavant en aquest capitol, i calcularem el parametre de transferéncia
convectiva que s’utilitza en enginyeria per parametritzar els fluxos convectius

(Burmeister, 1993).

Tornant a la figura 4.3.b, la regi6 situada immediatament per sota del punt d’inflexi6 és
la que anomenarem zona d’adveccio-difusio, ja que podem suposar que el régim no és
turbulent 1 que esta determinat pels efectes combinats de la difusi6 molecular i una
adveccid vertical produida pel flux d’aigua entrant. La garantia que és aixi ens la dona
el fet que la lutoclina esta molt localitzada en fondaria en tota la regié que ocupa, amb
extensions horitzontals d’uns 200 m de diametre. Per tant, podem escriure 1’equacié del

flux térmic (1.4) de manera simplificada, negligint el flux turbulent, de manera que:

F =k, CfTT +TU 4.2)

On T és el perfil térmic mitja relatiu al valor de referéncia T, i U és la velocitat de

I’aigua amb origen freatic, que en fondaries proximes a la lutoclina es pot considerar
9

constant (és a dir, tot el domini representat en la figura 4.3.b). Pel que fa al terme de

transport turbulent wT' de ’expressio 1.4, veiem que és important en la zona marcada
en la figura 4.3.56 com a convectiva, on de fet és el terme dominant, tal com veurem més
endavant en aquest capitol. Si apliquem 4.2 al punt de maxim gradient (que simbolitzem

amb MQG), tenim que:
T _
F, = —KTd— +U(T,-T,) (4.3a)

dz |,

Tanmateix, si avaluem 1’expressio 4.2 a la zona homogenia del llit fluiditzat, el flux
termic queda reduit a I’expressio segiient:
F,=U(,-T,) (4.3b)
Llavors, considerant que el régim és estacionari, es poden igualar 4.3a 1 4.3h, de manera
que la velocitat U es pot calcular amb:
—x,dT 1dz|

(T, -1)

U= (4.4)
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Hem calculat dT /dz e ber a les set campanyes esmentades, considerant tots els
perfils experimentals disponibles. Llavors, amb I’expressio 4.4, juntament amb 7, 7] i
el gradient térmic al punt MG, hem obtingut la velocitat U per a cada una de les
campanyes. Els valors resultants estan compresos entre 4.0 x 10° m/s 1 6.9 x 107° m/s,
amb un valor mitja de (5+1)x107° m/s. Roget et al. (1994), basant-se en un métode
alternatiu de calcul de la velocitat al laboratori, a partir d’una mostra d’aigua 1 assumint

condicions estacionaries del 1lit fluiditzat, troben valors de 11x10°m/s (22 de maig de

1986) i 8x10°m/s (19 de setembre de 1986 i 5 de novembre de 1986). Aquests valors
1 els que s’han obtingut en aquest text son del mateix ordre de magnitud. Aixi mateix, la
diferéncia entre les diferents velocitats obtingudes —a partir dels dos métodes— respon
a la variabilitat temporal de la recarrega de ’aqiiifer (Soler et al., 2007). Llavors, si
substituim el valor de velocitat que hem trobat a partir de 4.4, per a cada una de les set
campanyes estudiades, en 1’equaci6 4.3a, trobem que el flux de calor que entra al llac
per la cubeta BI varia entre 10 i 200 W /m*, depenent de I’época de I’any. Aquests
valors concorden amb els que han presentat Casamitjana et al. (1988) basant-se en altres

tipus de consideracions.

Amb la intencido d’estimar la velocitat vertical caracteristica de la conveccio w,
generada a la zona d’interficie térmica situada just per sobre del punt de maxim gradient
—marcat amb linia de punts en la figura 4.3—, podem utilitzar la relacié6 de Hunt
(Hunt, 1984):

w= c(qoh)”3 4.5)
On ¢ és una constant d’ordre 1, g, = agF, és el flux de flotabilitat i 4 és una escala
caracteristica. En el nostre cas igualarem % a la mida de la interficie térmica que
apareix per sobre del punt de maxim gradient, que calcularem mitjancant I’increment
térmic i el gradient amb & = (T, —T,) /(dT / dz) we- Els valors de 4 obtinguts per a les
set campanyes son tots de "ordre d’1 cm, 1 les velocitats convectives caracteristiques
van entre 3x107* i 8x10*m/s, és a dir, sén més d’un ordre de magnitud superiors a

les estimacions anteriors de la velocitat advectiva U . Per tant, és raonable idealitzar la
fondaria del maxim gradient (representada amb linia de punts en la figura 4.3) com una

superficie horitzontal calenta, sobre la qual es desenvolupen els processos convectius.
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En aquest cas, tradicionalment s’ha utilitzat una llei potencial que lligui el flux térmic
F, amb l’increment de temperatura entre la superficie 1 en aquest cas I’hipolimnion,
aixo és, (7, —T,). Les lleis potencials per al flux térmic, que hem introduit en el

capitol 2 per modelitzar els processos convectius de tipus Raileigh-Bénard i doble

difusio, en el nostre cas prendrien la forma segiient:

F, =C(T, —T,)" (4.6)

'4 T T T T T

4.2t log, (F)=0.98 log, (T -T,)-4.7
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Figura 4.4. Logaritme del flux térmic calculat com a funcié del logaritme de la diferéncia térmica
entre el punt de maxim gradient i hipolimnion per a set campanyes (dos-cents vint-i-quatre
perfils). Els punts experimentals sén el resultat de fer la mitjana sobre tots els perfils de cada una

de les campanyes.

Amb aquesta idea, en la figura 4.4 hem representat el logaritme de £, calculat amb

I’expressio 4.3a, en funcid del logaritme de 1’increment térmic, per a les set campanyes

estudiades. Com es pot veure, els punts experimentals s’ajusten molt bé a una recta
(> =0.995), de manera que el pendent de la recta és igual a la poténcia p introduida a

4.6. Aix0 indica que els mecanismes de transfereéncia de calor, lligats a la dinamica
convectiva en la interficie de la cubeta BI, no varien d’una eépoca de I’any a una altra.
Mg¢s concretament, el valor de p obtingut amb 1’ajust de les dades experimentals és 0.98,

1, per tant, practicament igual a 1. La llei del tipus 4.6 amb p=1 és utilitzada

habitualment en I’ambit de I’enginyeria per estudiar la conveccid natural 1 forgada sobre
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una superficie horitzontal (Incropera i Dewitt, 1996), i és coneguda com a llei del
refredament de Newton. En aquesta llei, el valor de C en I’expressio 4.6 pren valors
diferents depenent del tipus de fluid i de la natura del forcament, pero, a diferéncia de
les dependéncies que hem donat en el capitol 2, aquesta és independent de la mida
vertical del sistema (assumida com a infinita en aquest cas). A partir de 4.6 i1 dels
parametres sorgits de la regressio lineal que apareix en la figura 4.4, podem escriure la
segiient llei térmica per a la cubeta BI:

F, =(2x107m/s)T,-T,) (4.7)
O, equivalentment, si en comptes de considerar el flux térmic considerem el flux de

calor (a partir d’1.5):

Fo=lg"/ . N -1) 43)

El terme numeric que apareix multiplicant I’increment de temperatura en 1’expressio 4.8
rep generalment el nom de parametre de transferéncia convectiva. La llei per al flux de
calor (4.8) és dins el rang de conveccid natural (no forcada) per al cas de 1’aigua

(Incropera i Dewitt, 1996).

En la figura 4.4, 1 al costat dels punts experimentals corresponents a cada campanya,

s’ha incorporat la data en que es van dur a terme les campanyes i la velocitat de la
surgéncia U , calculada amb 1’expressi6 4.4. Noteu que en les expressions 4.7 i 4.8 el
flux de calor no s’ha parametritzat en funcid de ’increment de temperatura entre
I’hipolimnion i el llit fluiditzat (7}, — T} ), sin6 que es considera la temperatura en el punt
d’inflexi6 de la lutoclina (7;) 1 I'increment 7, —T,, el qual no es pot determinar si no es
fan mesures d’alta resolucid espacial —com ¢és el cas en aquest text. El valor de 7,
caracteristic de la interficie, depén en cada cas de 7, 1 T,, pero també de la velocitat

d’entrada d’aigua. La variabilitat del flux de calor és més deguda a les variacions de 7,

i T, que ales de U . En aquestes circumstancies, doncs, sembla raonable parametritzar
el flux de calor total en funcio de AT =T, —T,. De manera semblant al que hem fet en

la figura 4.4, en la figura 4.5 es representa el logaritme del flux térmic en funcid del

logaritme de AT per a les set campanyes estudiades.
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Figura 4.5. Logaritme del flux térmic calculat com a funcié del logaritme de la diferéncia térmica
entre ’interior del llit fluiditzat i ’hipolimnion per a set campanyes (dos-cents vint-i-quatre

perfils).

L’ajust d’una tendéncia lineal a les dades de la figura 4.5 amb AT déna una correlacid
pitjor (7> =0.969) que la que hem obtingut en la figura 4.4 amb T, — T, (r*> =0.995).
El pendent de la recta ajustada en la figura 4.5 és superior a 1 —de fet, 1.15—. Podem

justificar la relativa baixa correlaci6 dels logaritmes del flux termic 1 AT pel fet que el

flux depen també de U, tal com hem esmentat anteriorment. Per tant, si el que volem ¢és
donar una expressio aproximada que ens lligui el flux térmic amb A7 per mitja d’una
llei potencial, a partir de I’ajust lineal de la figura 4.5 trobem:

F, =427x10°AT"" (4.9)
El prefactor de la llei potencial 4.9 porta unitats del sistema internacional. A partir de
4.9, el flux de calor es pot determinar a partir de la segiient llei potencial:

F, =18AT"" (4.10a)

A 4.10a el prefactor també esta escrit amb unitats del sistema internacional. Si forcem
una dependencia lineal entre el flux de calor i ’increment total de temperatura, trobem

la dependencia segiient, que no ha estat representada perd presenta un coeficient de

correlacio > =0.89:
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F, =21AT (4.100)

D’acord amb 1’analisi anterior, doncs, les equacions 4.10a i1 4.10b ens proporcionen una
bona aproximacid del flux de calor freatic, només coneixent la temperatura de
I’hipolimnion i la del Ilit fluiditzat, sense necessitat de fer mesures de la velocitat
d’entrada a la surgencia, molt més dificultoses. Tanmateix, també en aquest cas, a partir
de I’analisi feta en aquesta seccid, es veu que la velocitat de 1’aigua al nivell de la
lutoclina es pot obtenir fent una mesura d’un perfil térmic d’altra resolucié —utilitzant

4.4— 1, per tant, sense necessitat d’extreure cap mostra.

4.2.2. El plomall térmic

En I’apartat anterior hem vist com es determina el flux de calor i la velocitat vertical a la
surgencia, amb un métode alternatiu al que s’havia utilitzat fins ara. A partir d’aquests
valors, 1 també de manera complementaria a la discussido que ja hem fet en 1’apartat
anterior, en que hem comparat la velocitat advectiva i1 una estimacio de la convectiva,
podem estudiar si per sobre de la lutoclina el flux es comporta com un doll o com un
plomall. Aixo ho farem seguint Colomer et al. (2001), en qué s’avalua la longitud de

Morton £, , definida com (Fisher et al., 1979):

mor

M 3/4
_M, 4.11)

1/2
o

El numerador de I’expressidé 4.11 és el flux mitja de velocitat (o de quantitat de

mor

moviment per unitat de massa), M, = zD*U > /4. El denominador correspon al flux de

flotabilitat ¢, integrat, que anomenarem Q, i que pren la forma Q, = zD%q,. Aixi

doncs, la longitud de Morton, definida en ’expressio 4.11, compara els forgaments que
determinen un comportament de tipus doll o de tipus plomall. Substituint en I’expressio

4.11 un diametre de D =200m, una velocitat igual que la mitjana sobre les set
campanyes amb U =5x10"°m/s i els fluxos térmics minim (F, =3x10°m/s) i
maxim (F, =4x107m/s) obtinguts en totes les campanyes estudiades, trobem que en

tots els casos la longitud de Morton esta entre 1 i 3 mm. Es a dir, el fluid tindria un
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comportament de tipus doll fins a una altura per sobre de la lutoclina igual a

h,,.~1 mm, que, comparada amb I’abast vertical del fenomen, resulta negligible. Per

tant, la columna d’aigua és afectada per un plomall convectiu, que arriba fins a una

altura (anomenada dequilibri) que es pot estimar a partir de:
h,, =2.6(q,D)"* /N 4.12)
On N ¢és la freqiliencia de Brunt-Vaisala, que depen de D’estratificacid térmica de fons

dT /dz enlaforma N* = gadT / dz (Colomer et al. 2001).

Mentre el plomall ascendeix, arrossega 1’aigua en contacte amb la periféria. A més, a la
base del plomall, on les diferencies de temperatura entre el plomall i el seu voltant solen
ser més grans, sol haver-hi intrusions, tal com passa en el mantell terrestre, per exemple,
on les capes més denses del fons son arrossegades pels plomalls térmics (Lin i Van
Eken, 2006). A Banyoles, a I’hivern, aquest fenomen ¢és afavorit precisament per les
diferéncies térmiques que hi ha entre els dos lobuls, de manera que 1’aigua del 1obul
nord, més freda, flueix cap al 1obul sud i forma una capa lleugerament més freda a sobre
del fons, localitzada majoritariament a uns 20 m de fondaria (Roget et al., 1993). Com
veurem, aquesta aigua al final es precipita dins de la cubeta que brolla (BI), localitzada

en una depressio del fons.

En la figura 4.6 es presenten tres perfils térmics mesurats sobre la surgéncia Bl, en una
campanya que es va fer el 3 de mar¢ de 2000. Els perfils presentats son caracteristics
dels mesurats en tres estacions diferents situades radialment en la zona ocupada per la
lutoclina, des de la periferia cap al centre de la surgencia. En les figures 4.6.a 1 4.6.b, es
veu que aquests perfils presenten una capa horitzontal d’aigua més freda just a sobre de
la lutoclina, el gruix de la qual disminueix des de 1’estacié més periferica (a) fins a la
més interior (b), fins que desapareix completament en el perfil de la figura 4.6.c, que es
pot considerar indicatiu de la zona més centrica de la surgéncia. Aquesta variaci6 del
gruix de la capa d’aigua més freda sobre la lutoclina ens indica una intrusi6 lateral que
es va barrejant a mesura que penetra cap a I’interior de la surgencia. En la figura 4.6.d
es representa esquematicament la intrusio lateral en el plomall i s’indiquen les
localitzacions de les tres estacions de mostreig representades en les figures a, b1 c. Com
es pot veure, 1’estacid ¢ €s 'inica estacid situada en una regié on el plomall es pot

desenvolupar, ja que en la resta 1’aigua de la capa més inferior és més freda. Per
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estudiar I’estructura del plomall, ens centrarem només en els cinc perfils disponibles de

I’estaciod ¢, que van ser mesurats durant un interval d’una hora aproximadament.

0 0 0
b
5l 5 ® 5’ 5 ©
-10 -10 -10
E s 5 A5
~N
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2251 -251 -25
-30 -30 -30
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: PLOMALL {ONVECTIU
INTRUSIONS
; : LATERALS
a) b) D’'AIGUA FREDA

LUTOCLIN

LLIT FLUIDITZAT CALENT

Figura 4.6. a) b) i ¢) Perfils térmics caracteristics mesurats en tres estacions diferents (a, b, c),
durant la campanya 030300 (3 de marc de 2000). d) Representacié esquematica de la posicié radial
dels perfils respecte a I’eix de la cubeta, que és on esta localitzat el plomall (fletxa vermella). Les

entrades laterals d’aigua freda es representen de color blau.

En aquest cas, |’estratificacié térmica de fons era dT /dz = 4x107° K /m , de manera que
N? =6x10"°s7. D’altra banda, el flux térmic determinat per a aquesta campanya és
F, =4.1x107° Km/s i el flux de flotabilitat, g, =4x10°m’ /s> . Llavors, d’acord amb
I’expressio 4.12, si considerem D = 200m , tenim una estimaci6 de 1’altura maxima del
plomall de &, ~21m. Aixo és, la part superior del plomall estara a una fondaria d’uns
I11m, ja que la base del plomall estaria a una profunditat de 32m. Amb una simple
inspeccio visual del perfil presentat en la figura 4.6.c, no podem contrastar el valor de

heq calculat; tanmateix, una analisi de les estructures termiques dins del plomall, feta

amb ondetes, si que ens permetra fer-ho, tal com presentem seguidament.

133



Capitol 4  Dinamica convectiva i flux de calor al fons de I’estany de Banyoles
16 : e - 10"
F7 .
& + 10
ﬁ;& : > a) s QOCC: £ " “g-513 b
20/ 0. + s0cm | g L% o 27m, 31
30 54 I T I IS
E g 8::',_ > € ) o 0w Kitom, 2m)]
= * +g g S .
~ =25 5%, S S. LS
4 =) 4 ',
éﬁh‘&i‘" ME ® ‘K\\ "‘H.,
of  E¥E i ~ N\
= ¢ o *m
+ & et =l Sa
e
4 IU‘ iadk — i i 3 i i
353 2 - 4 10° 10° 107 10°

Coeficient ondeta db2 K (cicles per centimetre, cpcm)

Figura 4.7. a) Valor absolut del coeficient de les ondetes (escala logaritmica) per a diferents

fondaries i per a diferents escales, concretament 10 cm, 20 cm, 50 cm, 100 cm i 200 cm. b)

Representacio de I’espectre mitja d’ondetes, en funciéo del nombre d’ona en cm™ , per als rangs de
fondaries [19,23]m (estrelles), [23,27]m (quadrats) i [27,31]m (rodones). Les dependéncies
potencials de tipus Obukhov (—5/3) i Bolgiano-Obukhov (—7/5) es mostren simbolicament amb

tracats discontinus de punts i de ratlles, respectivament.

Per tal de caracteritzar una estructura del plomall, no homogenia en la vertical, s’ha
optat per 'utilitzacié de les ondetes ja que ens permet fer un analisi global de tota la
columna que no seria possible amb la descomposicid6 de Fourier. Tot 1 aixi també
hauriem pogut aplicar la descomposicié de Fourier si haguéssim segmentat préviament
la columna en regions on poguéssim assumir estacionarietat (espacial) en el senyal. Per
aquest analisi hem considerant els cinc perfils de temperatura disponibles al centre de la

cubeta BI, i s’han calculat els coeficients de la descomposicié amb ondetes per a les

escales corresponents als nombres d’ona 1/200, 1/100, 1/50, 1/20 i 1/10 cm™
(cicles per centimetre). Per a aquesta descomposicio, explicada en 1’apartat 3.5.2, s’ha
utilitzat com a funcié mare I’anomenada db2 (Daubechies d’ordre 2) que tal com hem
comentat en I’apartat 3.5.2 té una estructura senzilla y comparable, per exemple, a una
funci6 sinus localitzada. La variacio dels valors mitjans dels coeficients en fondaria s’ha
representat en la figura 4.7.a. A partir d’aquesta figura podem deduir I’existéncia
d’estructures termiques de mides que van des de 10 cm fins a 200 cm a totes les
fondaries compreses entre la lutoclina 1 15 m, 1 aquestes presenten una major amplitud
termica en les capes més profundes, 1 per tant més proximes a la font de calor que
genera el plomall. Aixo, de fet, és el que caldria esperar si suposem que les estructures

que observem tenen a veure amb la dinamica convectiva del plomall. Fixem-nos que

134



Capitol 4  Dinamica convectiva i flux de calor al fons de I’estany de Banyoles

aquesta analisi dels perfils térmics ens corrobora 1’estimacié aproximada que hem fet de
I’altura d’equilibri del plomall a partir de I’equacié 4.12 —11 m—. Per a fondaries
menors, no representades en la figura, els valors dels coeficients tornen a augmentar de
manera aleatoria, segurament com a reflex de la dinamica de la capa superficial

barrejada (epilimnion).

En D’apartat 1.7 haviem definit I’espectre unidimensional F,(k;) d’un camp escalar
generic ©, dependent del nombre d’ona unidimensional k,. Aquest espectre s’obté
mesurant les fluctuacions de I’escalar @ al llarg d’una direcci6 fixada (per exemple x;).
Sota isotropia, F, és independent de la direccidé de mesura i es relaciona amb I’espectre
tridimensional E,(k) segons I’expressié 1.47. Utilitzant aquesta expressid, podem
veure que, si I’espectre tridimensional té una dependeéncia de tipus potencial amb
E, « k”, llavors ’espectre unidimensional pren també la forma F, « k,”, on p ésuna
poténcia. D’altra banda, en D’apartat 1.6.2 hem vist que Obukhov va introduir la
coneguda dependéncia E, oc k~°'°, a partir de la hipotesi de I’existéncia d’un subrang

on la turbuléncia és independent de les condicions de produccié —per tant isotropa— 1,

a més, les dissipacions son negligibles —subrang inercial— Aquesta dependeéncia

implica un espectre unidimensional també del tipus F, oc k375/3. Aixi mateix, 1’espectre

de ’energia E(k), dins el rang inercial, té també la dependéncia E oc k", introduida
per Kolmogorov. Tanmateix, en condicions d’estratificacidé —per tant, inherentment
anisotropes— sovint s’ha dubtat de 1’aparici6 del subrang inercial i s’han proposat
espectres alternatius com per exemple el de Bolgiano-Obukhov (Bolgiano, 1959;

Obukhov, 1959), el qual, pel que fa a la temperatura, t¢ una dependéncia del tipus
E, o k777 i, pel que fa a I’energia, del tipus E oc k~'""°. Atesa la natura anisotropa del

rang d’aplicacid d’aquest espectre (el rang de flotabilitat), a priori no es pot afirmar que
I’espectre térmic unidimensional hagi de prendre la forma —7/5. Tot 1 aix0, 1’espectre de
Bolgiano-Obukhov (—=7/5) s’ha mesurat en casos de conveccio turbulenta (Shang i Xia,
2001), si1 bé estudis experimentals recents fets a I’atmosfera (Lilley et al., 2004) mostren
un comportament diferent per als espectres unidimensionals segons si es mesuren

seguint la direccié horitzontal o la vertical, en concordanca amb la natura anisotropa
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d’una estratificaciéo de fons. En el primer cas mostren un escalat de tipus —5/3 i en el

segon cas, de tipus —7/5.

Pel que fa a I’estructura interna del plomall, i considerant que 1’espectre d’ondetes local
¢és proporcional al modul al quadrat dels coeficients, tal com hem comentat en 1’apartat
3.5.2 (Perrier et al., 1995), la figura 4.7.a ens serveix també per obtenir una primera
aproximacio de 1’espectre térmic unidimensional (corresponent a la direccié vertical),
en unes unitats arbitraries, com a funci6 del nombre d’ona. Concretament, per als
intervals de fondaries de [19,23]m, [23,27]m i [27,31]m s’ha calculat la mitjana dels
coeficients d’ondeta i el seu valor al quadrat s’ha representat en la figura 4.7.b en funci6
del nombre d’ona. A primera vista sembla que per als nombres d’ona més grans, o
equivalentment per a les escales més petites, 1’espectre unidimensional corresponent al
rang de fondaries [27,31]m (rodones) té un comportament de tipus Obukhov, amb
K", perd en canvi el corresponent al rang [23,27]m (quadrats) és del tipus Bolgiano-
Obukhov, amb K 7" . De fet, és raonable que 1’espectre calculat més a prop de I’origen
del plomall correspongui al rang inercial (—5/3), ja que es tracta de la regid més
energética dins el plomall. En canvi, les regions per sobre mostrarien clarament
I’anomenat rang de flotabilitat, amb un espectre del tipus —7/5. De totes maneres,
caldria fer una analisi més extensa —considerant més perfils— 1 més acurada
matematicament abans de proposar 1’espectre caracteristic per a les diferents zones de la

columna d’aigua afectada pel plomall.

4.3. Dinamica triple difusiva sobre un llit fluiditzat

calent

Ja fa temps que el régim difusiu de la conveccid per doble difusio (DDRD), i com a
generalitzacié d’aquesta conveccid la conveccid per triple difusio (apartat 2.6), va
deixar de ser una curiositat i es va convertir en un candidat per ser un dels mecanismes
importants de barreja oceanica (Mack, 1985; Gargett 1 Holloway, 1992). De totes

maneres, i en paraules de Kelley et al. (2003), encara cal dedicar-hi molt d’esfor¢ per
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obtenir mesures en sistemes aquatics naturals, parametritzar els fluxos (apartat 2.7) i

implementar-los en models de circulacio6 a escala grossa (Merryfield et al., 1999).

En aquest context, creiem que el treball que aqui presentem ¢és una petita aportacid per
entendre millor el procés de DDRD i, per tant, per facilitar I’elaboracié de models més
ajustats. Una part del material que desenvoluparem en aquest apartat ja ha estat publicat
per Sanchez i1 Roget (2007), que presenten per primera vegada els espectres térmics per
al rang de les escales turbulentes en un réegim DDRD. Pel que fa a estudis anteriors en
que¢ també s’hagin utilitzat sensors de microestructura per estudiar esglaons
multidifusius, tenim els de Padman i Dillon (1989) 1 Robertson et al. (1995), que van fer
mesures a I’ocea. Tanmateix, el nivell de soroll dels aparells utilitzats en aquests estudis
no els va permetre resoldre totes les escales turbulentes. En llacs, malgrat els estudis a
que ens hem referit en la introduccio del capitol 2, tampoc no s’havien obtingut els

parametres turbulents, cosa que si que ha estat possible a 1’estany de Banyoles.

Les dades analitzades en aquest apartat es van obtenir amb I’instrumental descrit en
I’apartat 3.2, a la cubeta BII (figura 4.1), el dia 5 de juliol de 2002, en condicions de
calma. Durant dues hores i mitja es van mesurar tretze perfils en els quals, just a sobre
de la lutoclina, es va trobar una estratificaci6 escalonada. Tal com discutirem en aquest
apartat, aquesta estratificacio ¢és el resultat del fenomen conegut com a triple difusioé en
régim difusiu (apartat 2.6), en que els factors estabilitzadors son la salinitat i la
concentracid de particules, i el factor inestabilitzador és la temperatura. La
generalitzaci6é de la DDRD a la multidifusio, i més concretament a la triple difusid, va
ser introduida teoricament 1 experimentalment en sistemes aquatics per Griffiths (1979a
1 1979b). Un cas de conveccid per multidifusié en un llac, que ja hem comentat en el
capitol 2 d’aquest treball, és el que han descrit recentment Schmid et al. (2004), on els
factors estabilitzadors son diferents tipus de sals, silices 1 CO».

Pel que fa a I’estany de Banyoles, en la figura 4.8.a podem observar la imatge d’un
ecosondatge corresponent a la cubeta BII, en la qual, tal com hem dit, estudiarem la
conveccid per multidifusi6. En aquesta figura es pot observar que al fons de la cubeta hi
ha una lutoclina molt ben determinada i localitzada a uns 35 m de fondaria (vegeu 1’eix
de les z en la figura 4.8.5). En la figura 4.7.h s’ha representat un dels perfils de
temperatura enregistrat durant la campanya que estudiem. Tal com hem indicat en la

figura, apareixen diferents zones 1 interficies térmiques que enunciarem en sentit
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ascendent. La primera zona és I’interior del 1lit fluiditzat —térbol, calent i salat—, una
interficie térmica coincident amb la lutoclina, una termoclina (topografica) coincident
amb la boca de la depressio on es troba la cubeta 1, finalment, una altra termoclina de
tipus estacional. La interficie térmica coincident amb la lutoclina és molt abrupta i en el
nostre cas la variacid corresponent de temperatura és d’uns 2° C. La termoclina
topografica, localitzada a uns 20 m de fondaria, manté 1’interior de la cubeta aillada de
la resta de ’estany, la dinamica principal del qual en aquella ¢poca esta determinada per
ones internes estacionaries, al nivell de la termoclina estacional, amb molt baixa
dissipacié (Roget et al. 1997). La termoclina estacional durant la campanya estava

localitzada a una fondaria d’uns 5 m, tal com es pot veure en la figura 4.8.5.

I L] L] L] L T L]
, ; 1s
3 b) Termoclina
- estacional 410
_ 415
Termoclina
topografica T ~
g
125 %
430
, 435
4— Lutoclina
: - . 440
Llit fluiditzat calent 1 salat
' 1 1 1 1 1 45
14 16 18 20 22 24 26

T (C)

Figura 4.8. a) Imatge d’ecosonda de la cubeta BIIL. b) Perfil de temperatura acoblat a la imatge

d’ecosonda.

A diferencia de la cubeta BI, analitzada en 1’apartat 4.2, on sempre es troba un llit
fluiditzat amb la lutoclina gairebé a la mateixa fondaria, a la cubeta BII s hi observa un
llit fluiditzat només ocasionalment. Normalment s’hi troba un llit de sediments
compactat al fons, amb la lutoclina situada a 44 m de fondaria. Soler et al. (2007), fent
mesures setmanals, caracteritzen els episodis de fluiditzacio de la BII, 1 un d’aquests
episodis, anomenat pels autors F9, és el que correspon a la campanya analitzada en
aquest apartat. Aquesta fluiditzacid es va produir entre els mesos de maig i setembre del
2002, 1 la maxima altura es va assolir durant el mes de juliol, és a dir, quan es va dur a

terme la campanya descrita en aquest apartat.
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Una mirada més detallada a la regié que hi ha just per sobre de la lutoclina de la figura
4.8.b ens permet observar I’estructura térmica en esglaons, tipica de la conveccid per
multidifusio. De manera més detallada, en la figura 4.9 es representa el perfil de

temperatura, 7(z), ara juntament amb el de salinitat, S(z), i el de la concentracio de
particules, C(z). Com es pot veure, I’estructura de tipus esglaons pot ser facilment

observada per als tres camps escalars, que presenten interficies difusives a 34.7 m,
352m 1 354 m de fondaria. Les capes delimitades per aquestes interficies s’han
enumerat en la figura 4.9 d’acord amb el conveni que utilitzarem al llarg de tot I’apartat:
la capa 0 correspon al 1lit fluiditzat, les capes 1 1 2 corresponen a regions convectives
consecutives, 1 la capa 3, a la zona interior de 1’estany situada sobre les estructures
miltidifusives. Com que la constant temporal del sensor de conductivitat és molt més
gran que les constants corresponents als sensors de temperatura 1 terbolesa (apartat 3.2),
les interficies de salinitat en la figura 4.9 semblen artificialment més suaus que les
altres. A més, tal com ja hem comentat en I’apartat 4.2, no s’ha pogut resoldre la
salinitat dins el 1lit fluiditzat (capa 0) a causa de 1’efecte de la concentracid de particules
sobre la conductivitat electrica. Noteu també que, a causa de 1’elevat temps de resposta
del sensor de conductivitat i a causa del fet que la capa 1 té una extensio vertical més
petita que la 2, la salinitat no arriba a estabilitzar-se en el que seria el valor caracteristic
de la capa, que no podem determinar. Per aixo s’ha treballat més extensament amb
I’esglad 2 que amb 1’1, on no ha estat possible extrapolar totes les analisis fetes en el

primer.
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Figura 4.9. Perfils caracteristics de temperatura (7), salinitat (S) i concentraci6 de particules a la

regio de la lutoclina.
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En els subapartats segiients estudiarem les estructures multidifusives mesurades sobre el
llit fluiditzat a la cubeta BII. En el subapartat 4.3.1 analitzarem el perfil de densitat
considerant els criteris d’estabilitat per a la conveccid per multidifusié que hem
presentat en el capitol 2. En el subapartat 4.3.2 estudiarem les interficies difusives 1 el
transport de calor a través seu, i en el subapartat 4.3.3, els esglaons convectius, on
també determinarem el flux de calor. Finalment, en el subapartat 4.3.4 contrastarem els

valors experimentals de flux térmic amb els diferents models presentats en el capitol 2.

4.3.1. El perfil de la densitat

Tal com hem vist en I’apartat 2.6, una estratificacié estaticament estable (densitat
decreixent en altura) pren una estructura amb la forma d’esglaons quan el camp
inestable (la temperatura) es difon més rapidament que els estables (concentracions), i la
rad de les contribucions estabilitzadores respecte a les inestabilitzadores —aixo ¢€s, la

ra¢ d’estabilitat R — pren valors entre 1 i 10. En el cas en qué les concentracions

estabilitzadores son la concentracidé de particules 1 la salinitat, tenim que la rad
d’estabilitat, definida en I’expressié 2.37a, pren la forma segiient:

R, =(BAS +yAC)/(aAT) (4.13)
on AS, AC i AT sobn les variacions de la salinitat, la concentracio i la temperatura en
la interficie, 1 els coeficients a, S 1 y son els coeficients d’expansi6 térmica i de
contraccid —per a la salinitat 1 les particules, respectivament (tots definits en I’apendix
A). Els valors concrets dels diferents termes de I’expressio 4.13, en la interficie 2-3 (la
que separa les capes 2 i 3) per a cada un dels tretze perfils de la campanya, s’han
resumit en la taula 4.1. Les tres primeres columnes son les variacions de la temperatura,
la concentracié de particules 1 la salinitat (AT, ;,AC, ; 1 AS,_,, respectivament); la
quarta 1 la cinquena son les contribucions de la salinitat i les particules en 1’expressio
4.13, 1 la darrera columna és la ra6 d’estabilitat per a cada perfil. En la darrera filera, on
consten les mitjanes 1 els errors absoluts, veiem que la contribucié salina a la rad

d’estabilitat és: (BAS, ,)/(aAT, ;)=0.97+0.02, mentre que la corresponent a les

particules és (yAC, ,)/(@AT, ,)=0.15+0.01. Es a dir, la salinitat per si mateixa no
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determinaria que la interficie 2-3 fos estaticament estable —densitat decreixent en
altura—, de manera que les particules tenen un paper determinant en 1’existéncia del

régim multidifusiu. Aixi, si avaluem les dues contribucions (taula 4.1), llavors

(Rp )273 =1.12+0.03, de manera que no només I’estratificacié és estable, sind6 que
també, ja que 1 <R, <10, es donen les condicions per a I’existéncia d’una configuracid

propia de la multidifusio, tal com hem vist en I’apartat 2.6. Aquests mateixos calculs no
s’han pogut fer en la interficie 1-2 (entre les capes 1 1 2), perque, tal com hem comentat
abans, el camp de la salinitat no s’ha resolt bé dins la capa 1. Sobre la figura 2.7, en qué
s’han caracteritzat les configuracions estables i inestables de la multidifusi6 a partir
d’un estudi d’estabilitat lineal, podem situar les nostres dades aproximadament sobre la
recta de sobreestabilitat (SE), ja que, tal com hem vist en 1’apartat 2.6, aquesta recta

correspon a una ra¢ d’estabilitat R ) ~1.13.

AT, (K) AC, (mg/l)  AS, (psu)  PAS, /aAT,, JAC,,/aATy, (R,),,

0.42 14.8 0.0732 0.975 0.158 1.13
0.43 14.4 0.0736 0.953 0.150 1.10
0.42 14.5 0.0737 0.963 0.153 1.12
0.40 13.9 0.0720 0.993 0.154 1.15
0.42 14.5 0.0734 0.957 0.152 1.11
0.40 13.8 0.0710 0.991 0.155 1.15
0.41 14.4 0.0720 0.959 0.154 1.11
0.43 15.5 0.0738 0.953 0.161 1.11
0.44 14.4 0.0740 0.925 0.145 1.07
0.45 13.3 0.0753 0.935 0.133 1.07
0.42 14.8 0.0720 0.954 0.158 1.11
0.40 14.9 0.0727 1.015 0.167 1.18
0.40 13.3 0.0710 0.994 0.150 1.14

042+£0.02 144+0.6 0.0729£0.0012  0.97£0.02 0.15+0.01 1.12+£0.03

Taula 4.1. Increments de temperatura, concentracio de particules i salinitat en la interficie 2-3 per a
cada un dels tretze perfils, juntament amb les raons d’estabilitat parcials per a cada constituent i la

raé d’estabilitat total. La darrera filera correspon als valors mitjans i els errors absoluts.
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En I’apendix A s’ha estimat que la difusivitat de les particules en la interficie d’un llit
fluiditzat és d’un ordre de magnitud de 10™"'m*/s. També sabem que la difusivitat

salina és d’un ordre de magnitud de 10~ m’ /s . Tal com es requereix perqué es formin

esglaons multidifusius, totes dues son inferiors a la difusivitat térmica, i aquesta ultima

és de I’ordre de 107" m* /s . Aixi doncs, en el nostre cas, el camp que té la difusivitat
més petita (les particules) és el que contribueix menys a estabilitzar el perfil de la
densitat, pero tot i aix0 sense la seva contribucid aquest perfil seria inestable. En un
camp completament diferent, el del plasma en sistemes astrofisics, Menou i Balbus
(2004) van trobar també que un segon element, amb la difusivitat molt petita, acaba

d’estabilitzar un régim de triple difusio.

4.3.2. Les interficies difusives de la temperatura

4.3.2.1. El nombre de Rayleigh termic a les interficies

Howard (1964), per a la convecci6 RB (apartat 2.4), va modelitzar com les interficies
térmiques evolucionen difusivament i incrementen la seva mida fins que apareix una
inestabilitat. Turner (Turner 1965, 1968, 1973; Turner et al., 1970) també va considerar
que el procés de creixement d’una capa convectiva de tipus DDRD finalitza quan la
interficie superior assoleix un nombre de Rayleigh critic, 1 és llavors que neix una
segona capa. Posteriorment es va observar que les inestabilitats (direm “prebarreja’)
poden existir al davant de la capa, aixo és, per sobre de la interficie superior d’aquesta,
durant el seu procés de formacid. Malgrat que aquesta prebarreja pot alentir el procés de
creixement de la primera capa, la seva existéncia no ¢és essencial per a la formaci6 d’una
segona capa a sobre de la primera (Molemaker i Dijkstra, 1997). De totes maneres,
aquesta segona capa només es formara quan la diferéncia de flotabilitat a través de la
interficie superior de la capa sigui prou gran per impedir el pas dels remolins (Fernando,
1987). Una vegada la segona capa s’ha format, la primera deixa de créixer (Huppert 1
Linden, 1979). En aquest context s’ha posat en dubte la idea inicial de Turner, ja que, a
més, en el mateix laboratori de Turner (Turner 1965, 1968, 1973; Turner et al., 1970) es
va trobar que el nombre de Rayleigh critic que regiria la formacié d’un segon esglad era

més d’un ordre de magnitud superior que I’esperat d’acord amb la teoria de I’estabilitat.
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Alguns estudis posteriors de diversos autors van corroborar els resultats experimentals

de Turner, i, per tant, van treure validesa a la idea del nombre de Rayleigh critic.

Tanmateix, independentment de 1’estructura de les parts superiors i inferiors de les
interficies, teoricament difusives, cal suposar almenys que la part central d’aquestes
interficies contenen un nucli amb un comportament de tipus difusiu, i de fet aixi ho
entén la comunitat cientifica (Fernando, 1989a i 1989b). Llavors, considerant
I’existéncia d’aquest nucli difusiu, sembla més escaient considerar el nombre de
Rayleigh definit entre aquest nucli i les parts externes de la interficie, de manera que en

aquest cas es podria definir el nombre de Rayleigh termic interficial, Rag, , a partir de
I’expressid 2.3, en la forma segiient:

Ra,, = (ga(AT/2)5T3)/(VKT) (4.14)
On AT/2 ¢és l’increment de temperatura entre el nucli difusiu i la capa (barrejada)
adjacent, que de fet ¢és la meitat de I’increment térmic entre dues capes convectives
consecutives. Aixi mateix, o0, ¢és la mida del front difusiu, i es calcula com la meitat de
la mida de la interficie amb:

5, =—(AT/2)/(dT / dz),, (4.15)

A
~N

AT

F S

R

Figura 4.10. Interficie térmica amb increment de temperatura (A7) i gruix (5T) calculat segons el

criteri descrit en el text.

A 4.15 (dT/dz),, és el gradient térmic en el nucli difusiu, determinat igual que en

I’apartat 4.2.1 com el punt de la interficie on el gradient pren el valor maxim (MG). En
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la figura 4.10 s’ha representat esquematicament la idea subjacent a la definicié que hem
donat a 4.14 del nombre de Rayleigh, calculat amb AT /2 1 6,

L’altra possible definici6 del nombre de Rayleigh, la classica, es basa també en

I’expressio 2.3 pero considera tot el salt térmic a la interficie AT, i el seu gruix total
26,, és a dir Ral = gaAT(26,)° /(vk,). Per tant, la definici6 de Ra, segons

I’expressio 4.14 dona resultats setze vegades més petits que la definici6 classica.

T e gy T orEeE——4

Probabilitat acumulada
e o o o= o o
[o%) F Ln (=)} =1 [==] =]
T T T T T T T

e
o
T

e
=
T

AWG EEELE
10 10° 10° 10* 10
Nombre de Rayleigh a les interficies

Figura 4.11. Distribuci6 de probabilitat acumulada com a funci6é del nombre de Rayleigh térmic a

les interficies 1-2 i 2-3.

Considerant la definici6 4.14, s’ha calculat Rag, , per a les interficies difusives 2-3 1 1-

2, per a tots els perfils mesurats en la campanya, 1 n’ha resultat una distribuci6é de
probabilitat amb una mediana 1 una mitjana de 1000 1 2300 respectivament. A partir de
la distribuci6 de probabilitat acumulada, representada en la figura 4.11, podem veure
que el 89 % dels nombres de Rayleigh interficials son més petits de 3000 i que el
maxim valor és aproximadament 10000. Les mides mitjanes de les interficies 2-3 1 1-2

son 0, ; =0.015£0.004m 1 6, , =0.021£0.013 m respectivament. Aquests resultats

concorden amb 1’analisi de 1’estabilitat lineal desenvolupada en I’apartat 2.3, per al cas
de la convecci6 purament termica (Rayleigh-Bénard), que preveu que el nombre de

Rayleigh critic és de I’ordre de 1000. En aquest sentit, la idea de Turner sembla, doncs,
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vigent, almenys des del punt de vista estadistic, ja que, tal com hem comentat, pot
existir el que hem anomenat prebarreja i aquesta es podria donar abans que la capa
anterior deixés de créixer. També, segons Fernando (1989a 1 1989b), les estructures
convectives dins les capes podrien afectar els contorns de les interficies difusives.
Dr’altra banda, recordant que la definici6 classica del nombre de Rayleigh és més gran

—en un factor 16— que la definici6 proposada a 4.14, certs valors experimentals amb
un ordre de magnitud 10*, esmentats en la bibliografia, donarien valors de Ra,, oc 1000

si féssim servir la definicid que hem proposat a 4.14, 1, per tant, en comptes de contradir

la idea de Turner la reforgarien.

4.3.2.2. Fluxos termics

Tradicionalment, els fluxos térmics (F, ) a les interficies difusives s’obtenen amb el

metode del gradient térmic (Burmeister, 1993). Seguint aquest meétode, els fluxos
termics es van calcular a partir del gradient avaluat en el punt on aquest és maxim

(MG), punt que vinculem al nucli difusiu de la interficie, és a dir:

F, =i, (dT / dz),,q (4.16)
Aplicant 4.16 a les interficies 0-1, 1-2 i 2-3, tenim que:

F|,, =(42+12)x10°Cm/s F| ,=(2.8+1.9) x 10° Cnvs

F|,,=(42%+13)x 10° Cnvs

Els valors anteriors son el resultat de fer la mitjana sobre els fluxos difusius
corresponents al conjunt de perfils de la campanya, 1 ’error absolut s’ha determinat a
partir de la desviaci6 estandard. Tanmateix, cal recordar que 1’expressio del flux térmic
total, donada a 4.2, té una contribucio difusiva i una altra d’advectiva, que en aquest cas
hem negligit. Aixo és aixi perqué el flux advectiu calculat a cada interficie, a partir de la
velocitat caracteristica de ’aigua que sustenta el 1lit fluiditzat (10™° m/s) i la diferéncia
térmica entre el nucli difusiu i la capa segiient (107'°C), és almenys un ordre de
magnitud inferior al difusiu. Si ens fixem, doncs, en els valors dels fluxos (difusius)
obtinguts a les diferents interficies, veiem que son iguals entre ells (dins el marge

d’error), 1 per tant podem considerar que els esglaons estan en estat estacionari.
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4.3.3. Les capes convectives

4.3.3.1. Les escales turbulentes

Tot 1 que hi ha lleis d’escala acceptades que relacionen les diferents magnituds que
caracteritzen la turbuléncia en el context dels transports convectiu 1 multidifusiu (Hunt,
1984; Fernando 1989a), els mecanismes dominants en les capes convectives encara no
son gaire clars i els models fisics que s’apliquen es basen en diferents hipotesis, tal com
hem comentat en els apartats 2.5 1 2.7. En aquest context, presentarem alguns detalls
quantitatius de D’estructura de petita escala de les capes convectives estudiades a
Banyoles, que ens permetran discutir alguna de les qiiestions desenvolupades en el

capitol 2 1 obtenir els fluxos térmics en les capes convectives.

-34.6 -
a) perfil 1137 b) perfil 1137
34.8 2-3
g 35 CAPA 2
4
352 1_2
CAPA1
354 0-1
14 14,2 14.4 14,6 0.5 0.5
-34.6 -
c) perfil 1150 d) perfil 1150
-34.8
>
g 35 2
N
354 F i i L :
14 14.2 14.4 14.6 -0.5 0 0.5
T O Desplacaments verticals (m)

Figura 4.12. a) i ¢) Dos exemples de perfils de la temperatura de microestructura (linia
discontinua), amb els corresponents perfils monotonitzats (linia continua). b) i d) Desplacaments de

Thorpe dels perfils anteriors.

En la figura 4.12 es presenta la microestructura térmica a la zona de les capes
convectives per a dos dels perfils mesurats. Les figures a i ¢ mostren els perfils de

temperatura, juntament amb els corresponents perfils monotonitzats (vegeu
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I’apartat 3.5), que veiem que presenten un comportament lineal en les capes
convectives, si bé a priori no hauria de ser necessariament aixi. Considerant els tretze
perfils, hem pogut determinar una estratificacié térmica de fons per a cada una de les
capes:

(dT 1dz), =—(0.13£0.07)°C/m i (T /dz), =—(0.04+0.02)°C/m

I en ambdos casos la desviacid estandard dels gradients mesurats €s aproximadament la

meitat del valor mitja.

Si analitzem la relaci6 entre I’estratificacio térmica en la capa convectiva (dT /dz) i la

corresponent a l’escala grossa —introduida en I’apartat 2.6—, definida com a

dT/dz=-AT /D (on AT 1 D son I'increment termic vertical 1 la distancia entre els
centres de dues interficies difusives consecutives), trobem que el quocient entre
I’estratificaci6 termica de I’escala grossa 1 la interior de la capa convectiva val 191 15 a

les capes 11 2, respectivament.

D’altra banda, els desplacaments verticals de Thorpe, introduits en 1’apartat 3.5, s’han
representat en les figures 4.12.5 1 4.12.d per al cas dels dos perfils mostrats en les
figures 4.12.a 1 4.12.c. Com es pot veure en les figures b 1 d, les zones corresponents a
les interficies difusives mostren desplagcaments de Thorpe nuls, tal com era d’esperar.
Aixi mateix, en la majoria dels casos els desplagaments de Thorpe sén més petits que el
gruix de I’esglad, si bé hi ha algun cas en que s’assoleix aquest gruix. Per abordar
I’analisi de les escales espacials des d’un punt de vista estadistic, s’han obtingut les

escales de Thorpe (L, ), definides en I’apartat 3.5 com el valor quadratic mitja dels

desplacaments. El valor mitja d’aquestes escales —considerant tots els perfils de la

campanya— per a cada una de les dues capes convectives és:

L,| =0048£0.019m i  L,| =0.135£0.039m

Aquests valors, tal com haviem comentat, es poden considerar com [’escala
caracteristica de les fluctuacions (remolins) de la turbuléncia. Si es comparen les mides

de les capes convectives D, 1 D, amb les escales de Thorpe, en tots dos casos es troba
que D/L,, =3.5 . Aquest resultat esta d’acord amb la parametritzacié de Lozovatsky i

Fernando (2002), que indica que el quocient entre I’escala de Thorpe i la mida d’un clap

turbulent (en aquest cas la mida de la capa D) escalen en la forma D =3.3L,, quan la
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turbuléncia és prou activa. Aquesta parametritzacio, encara que ha estat introduida per a
la turbuléncia produida per cisallament, sembla que té aplicacié en el cas de la

conveccid multidifusiva.
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Figura 4.13. Funci6 de probabilitat acumulada dels desplacaments de Thorpe dins les capes 1 (@) i 2
(b) (rombes). També és representa la probabilitat acumulada corresponent a la distribucié de

Weibull (tragat continu).

Una descripcié més detallada de les escales turbulentes en cada esglad es pot donar a
partir de la probabilitat acumulada de ’escala de Thorpe local (/;,), que simbolitzem
amb minuscula per diferenciar-la de I’escala de Thorpe mitjana de tota la capa (L, ). En
aquest cas /,, s’ha calculat a partir d’una Unica s€rie que contenia els desplagaments de

tots els perfils mesurats (un després de I’altre). La longitud de segment que es va
utilitzar per calcular cada un dels /, va ser de 10 cm 1 30 cm a les capes 1 1 2,
respectivament, que corresponen aproximadament al doble de 1’escala turbulenta
caracteristica, L,. En la figura 4.13.a 1 4.13.b es representen les probabilitats
acumulades corresponents a les capes 1 1 2. Les probabilitats acumulades segueixen bé
—de fet dins el 95% de ’interval de confianca— la distribucido de Weibull, introduida
en I’apartat 3.5.1, 1 trobem que el parametre d’escala €s aproximadament igual a 1’escala

de Thorpe L,, 1 el parametre de forma pren valors aproximats en tots dos casos 1 iguals
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a 4 aproximadament, cosa que apunta el fet que la turbuléncia presenta dinamiques

semblants en totes dues capes.

D’altra banda, si considerem que els perfils térmics monotonitzats, com els de la figura
4.12, corresponen a l’estratificacidé mitjana f(z) dins les capes convectives, llavors
podem calcular les fluctuacions de la temperatura. Aquestes fluctuacions es poden
calcular sostraient del perfil térmic el corresponent perfil monotonitzat. Un cop tenim
les fluctuacions teérmiques, podem calcular 1’espectre unidimensional vertical
(apartats 1.7 1 3.3), el valor mitja del qual, considerant tots els perfils disponibles i per a
cada capa, s’ha representat en la figura 4.14. Aquests espectres s’utilitzaran en els
apartats segilients per obtenir les dissipacions ¢ 1 &,, definides en les taules 1.2 1 1.3.
Cal remarcar que els espectres de la figura 4.14 sén en les unitats no cicliques definides
en D’apartat 3.3; és a dir, el nombre d’ona K és en cicles per metre (cpm o m™') i
I’espectre S, en C?/cpm. En la figura 4.14 també s’han representat els espectres
teorics que prediuen els diferents models de que hem parlat en el capitol 1 i que

contrastarem en |’apartat 4.3.3.3.

a) Capa convectiva 1:
, | |e=38x10" Wike
6:=59x10" C¥s

b) Capa‘ coﬁvectiva 2:
| le=27x10"° Wikg i
&,=33x107 Cs =

10 10' 10 10 10! 10
k (cpm) k (cpm)

Figura 4.14. a) Espectre unidimensional de la temperatura S en funcié del nombre d’ona K
(representat amb punts), dins les capes 1 (@) i 2 (b). També es déna la millor estimacié de I’espectre

teoric de Batchelor (tracat continu) i de Kraichnan (discontinu), i els valors de les velocitats de

dissipaci6 d’energia cinética £ i de la variancia térmica &, per al cas de ’espectre de Batchelor.
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4.3.3.2. Els fluxos turbulents

Si considerem 1’equacid 1.8 de balang per a la variancia d’un camp escalar, per al cas de
la temperatura, i 1’apliquem a un fluid estratificat en condicions estacionaries i en
equilibri local, tenim que:

—2wT'(dT /dz)—¢&, =0 (4.17)
On wT"' és el flux térmic turbulent —calculat com la mitjana de la component vertical
de la velocitat w multiplicada per les fluctuacions térmiques 7'—, &, és la velocitat de
dissipaci6 de la variancia térmica i dT /dz és el gradient del camp mitja dins la capa
convectiva (calculat en el subapartat anterior). El valor de ¢, es pot trobar a partir de
I’expressio 1.56, que, utilitzant el nombre d’ona K i I’espectre S(K) en unitats no
cicliques, pren la forma segiient:

&, =6k, j (27K )’ S(K)dK (4.18)
En el nostre cas, S(K) son els espectres representats en la figura 4.14. Fent aquest calcul,
tenim que per a cada una de les capes:
er, =(5.9432)x107 C* /s i £r, =(3.3£2.6)x107 C* /s
Llavors, considerant que coneixem el gradient térmic dins cada capa (apartat 4.3.3.1), a

partir de ’expressio 4.17 podem obtenir els fluxos turbulents, que valen:

wl| =(23£12)x10°Cm/s i wT| =(41£26)x10°Cm/s

Per tant, tenint en compte el marge d’error dels fluxos convectius, aquests es poden
considerar iguals entre ells i també amb els obtinguts a les interficies difusives
(subapartat 4.3.2.2), cosa que refor¢a la idea d’estacionarietat. Els resultats obtinguts
fins aqui, caracteritzant els esglaons difusius 1 les capes convectives, s’han recopilat en
la figura 4.15, en qué també s’han incorporat els valors de la variancia de temperatura i
de les velocitats turbulentes a cada capa. La variancia de la temperatura s’ha obtingut a

partir de ’expressio 1.13b, que en el cas de la temperatura es pot escriure com:
77 = J‘ SdK (4.19)
0

De manera que els valors obtinguts son 10*C* i 7x10°C* per a les capes 1 i 2

respectivament. Llavors, com que coneixem els fluxos térmics turbulents, podem
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obtenir les velocitats verticals caracteristiques w a partir de F, = Wi’ ~ w/T"? , on hem
suposat que la correlacid entre les fluctuacions térmiques 1 de velocitat és de I’ordre d’1.
Operant en aquest sentit, trobem que w, #3.10%m/s i w, ~5.10"m/s, les quals
compleixen la llei de I’escala de Hunt (Hunt, 1984) donada a I’expressi¢ 4.5. Encara
que & en I’expressio 4.5 €s usualment la mida de la capa D, sembla que té€ més sentit
considerar que /4 ¢és igual que I’escala caracteristica de la turbuléncia. En el nostre cas,
ja que en el subapartat 4.3.3.1 hem pogut determinar I’escala de Thorpe, sera aquest el
valor de % que utilitzarem. Tanmateix, tal com hem vist en el subapartat anterior,
I’escala caracteristica dels desplagaments de la turbuléncia és proporcional a la mida de

la capa, 1 per aixo el fet d’utilitzar D o L, només afectara el valor numeéric de la
constant ¢ a 4.5. Aixi doncs, si avaluem 4.5, amb 4 = L, , trobem que la constant ¢ té

el mateix valor per a totes dues capes, 1 que aquest valor €s 0.6. Per tant, la llei de

I’escala de Hunt representa una bona estimacio de la component vertical de la velocitat.

AT, = 042+002C Fply, =42+ 3 x10%Cm s
8, =0.01520.004m

il

DTG

Dy =049 +0 14 m
£, =(2 THT)x \0°H i kg

Ray = [0 +14)x 107 77 =7z10%¢ 3 WT| =122 6)x10%Cms s
2 h

‘;IL =0.04+0.02 C/m W, =5xi0"mfs
&

Lpl, =013520039m

AT, =030£005C

Rl =(28+1 5)x 1050l
T ] s, =002£0013m rha =t )

D =0174002m £, = (B30T 5
£ =(38F2 1107 kg

Ra, =2 )% 107 3

7 wT| = @3212)x10%Cnls

=107
L

dﬂ‘I =0.1320.03 C/m W], =3x10%mfs
F

L| =0048+0012m
e Folo= (4241 2) x10%Cm /s

Figura 4.15. Recopilaci6 d’algunes de les dades obtingudes per als esglaons triple difusius.
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4.3.3.3. Velocitat de dissipacio de I’energia cinética turbulenta

Tornant a la figura 4.14, 1 tal com hem comentat, a més dels espectres experimentals
(amb punts), s’han representat dos espectres més (amb tra¢ continu i discontinu), que
corresponen als dos models teorics analitzats en ’apartat 1.6.2 i que son aplicables dins
el subrang viscods difusiu. El primer, amb tragat continu, ¢s el model de Batchelor
(1959), 1 el segon, amb tracat discontinu, €s el de Kraichnan (1968), tots dos en forma
unidimensional (apartat 3.3). Per tal d’ajustar I’espectre experimental a un espectre
tedric —tal com es detalla a 1’apartat 3.4—, s’ha aplicat el métode de I’estimacio de la
maxima versemblan¢a (Ruddick et al., 2000). Tal com hem comentat en el capitol 3,
I’espectre universal de Batchelor és el més utilitzat actualment, encara que tltimament
hi ha diversos autors que proposen utilitzar el de Kraichnan (Roget el al., 2006), tot 1

que no hi ha un argument definitiu a favor de cap d’aquests dos espectres.

Per al nostre cas hem obtingut els valors de & a totes dues capes, considerant els dos

models d’espectre universal, i aquests son:

Batchelor: &, =(3.8+2.1).10° W/kg i £, =(2.740.7).10° W/kg
Kraichnan: &, = (4.6+2.1).10° W/kg i g, =(3.4£0.7).10° W/kg

Com es pot veure, els resultats son molt semblants, i en aquest text utilitzarem les

velocitats de dissipacid d’energia cinética turbulenta ¢ extretes de 1’ajust de I’espectre

de Batchelor, que encara és el que s’utilitza més.

Algunes consideracions analogues a les que ens han portat fins a ’expressio 4.17 ens
permeten abordar I’equaci6 de balang de 1’energia cinética turbulenta (1.7) i escriure-la
per a condicions estacionaries i d’equilibri local. Suposant que no hi ha produccio per

cisallament, aquesta equaci6 pren la forma segiient:
e=gaT'w—gBS'w—gyC'w (4.20)
A 4.20 el membre de la dreta ha estat definit en la taula 1.2 com el flux de flotabilitat

(J5), que té contribucions tant del flux térmic com de les concentracions. En aquest

cas, com que £ i gaT'w son coneguts a cada capa convectiva, amb 4.20 podriem

obtenir en principi la contribucié de les concentracions gBSw+gyCw al flux de

flotabilitat. Tanmateix, en el cas estudiat els errors obtinguts de ¢ 1 T'w (figura 4.15)
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son massa proxims a la diferéncia entre aquests valors per poder donar un resultat

fiable. En tot cas, el que si que es pot afirmar és que si es compleix 4.20 gBS'w + gyC'w

té el mateix ordre de magnitud que gam.

4.3.4. Validacio dels models del flux térmic

Tal com hem vist en els subapartats 4.3.2.2 1 4.3.3.2, les mesures de microestructura ens
permeten calcular el flux térmic tant al nucli difusiu de les interficies com a les capes
convectives. Tanmateix, normalment les dades de que disposem (experimentals o
numeriques) corresponen a escales més grosses, i per tant no és possible obtenir els
fluxos directament. Aixi, tal com hem detallat en I’apartat 2.4.1, sera important obtenir
lleis que ens donin la dependéncia del flux térmic en funcid dels parametres d’escala
grossa. Aquestes lleis s’acostumen a escriure en la forma de 1’equacié 2.43a, és a dir,
amb el nombre de Nusselt, Nu (flux teérmic adimensionalitzat), dependent del nombre

de Rayleigh termic (Ra;) de la capa convectiva, de la ra¢ d’estabilitat (R ) i de les

propietats moleculars (la viscositat i les difusivitats). En els apartats 2.3 i 2.4 ja hem
parlat ampliament de models, pero tot i aix0 podem resumir-ho dient que en general la
dependencia que s’aplica, tant en la conveccid RB com en la conveccié DDRD, és de

tipus potencial, en la forma:

Nu = CRa,” 4.21)
En el cas de la conveccido de RB, C depén tan sols del nombre de Prandtl, pero en la
conveccid6 DDRD també depeén de la ra¢ d’estabilitat (R,) i de la rad entre les
difusivitats de concentracio i térmica. En aquest marc, les diferents parametritzacions de

tipus empiric, semiempiric o tedric per als casos de les conveccions de RB i la DDRD

preveuen lleis potencials diferents, aixi com diferents parametritzacions de C.

A continuacid compararem les nostres dades amb els diferents models existents per a la
conveccio RB i1 la DDRD. Per aixo abans recopilarem aqui els valors de diferents
parametres que —directament o indirectament— surten en els models i que ja hem

obtingut anteriorment a partir de les dades experimentals que tenim.
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Concretament, hem vist que el gruix de les capes convectives (esglaons) era de:

D, =(0.17 £0.02)m , D, =(0.49 +£0.04)m

I que els increments térmics corresponents a les interficies superiors a cada capa son:
AT,_, =(0.30£0.05)°C , AT, , =(0.42+0.02)°C

A partir d’aquests valors, els nombres de Rayleigh termics Ra, de les capes, calculats
amb 2.3, sén:

Ra, =(2+1)x107 Ra, = (49+14)x 10’

D’altra banda, per calcular el nombre de Nusselt, definit a 2.28, s’ha considerat que el
sistema que estudiem estava en estat estacionari, i, en concret, s’ha determinat a partir
dels valors mitjans del flux obtingut a les interficies i dins les capes —que ja hem
comentat que eren iguals dins del marge d’error—, de manera que:

Nu, =10+7 : Nu, =34+21

Recordem que, tal com hem dit en el capitol 2, les primeres parametritzacions per a la
conveccio multidifusiva que van apare¢ixer van ser amb lleis potencials del tipus 4/3 —
aixo és amb p=1/3 dins ’expressio 4.21. També, en I’apartat 2.4.1, hem revisat les
diferents dependéncies proposades fins a 1’actualitat per a la funci6 C. Aquestes van ser
donades per Hupert (1971) —expressiéo 2.45—, Marmorino i Caldwell (1976) —
expressio 2.46—, Linden 1 Shirtcliffe (1978) —expressié 2.47—, Taylor (1988) —
expressio 2.48— 1 Kelley (1990) —expressio 2.49. Si considerem una dependencia del
tipus 4/3, la substitucié de les nostres dades experimentals en 1’expressio 4.21 amb
p=1/3 déona C=0.04 per a totes dues capes. Entre els models teorics per doble
difusi6é esmentats, el que dona Linden —equacid 2.47— ¢és el que s’apropa més a les
nostres dades. Utilitzant una ra¢ d’estabilitat igual per a totes dues capes, aix0 ¢&s

R, =1.12, aquest model teoric preveu un resultat igual a C =0.05. El model teoric de
Linden és només aplicable per a la DDRD, i per tant C depén de R, ide lara6 entre la

difusivitat de la concentracid i la termica. Encara que el nostre sistema ¢és triple difusiu,

1 per tant amb dos camps de concentracid, el fet que la difusivitat salina x¢ sigui

diversos ordres de magnitud més gran que la de les particules ens ha permes

utilitzar 2.47. Aixi doncs, en I’expressio 2.47 hem utilitzat 7 =k, /x,. El model de

Linden mostra la dependéncia seglient entre els nombres de Rayleigh 1 Nusselt:
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Nu =0.058~———2-—Ra'"’ (4.22)

(1 _ 12 )1/3

En la figura 4.16 es representen els valors experimentals dels nombres de Nusselt i
Rayleigh calculats a partir de les interficies difusives (creus) i dins les capes convectives
(rodones). A més, en la mateixa figura, es representa la dependencia del model teoric de

Linden de color verd continu.

* NuC onw

® NUg

e K elley
: : : ! : — Grossmann I'Vu
.................... === Grossmarm IVl

: 5 L ‘B = Fernando baixa est.
===TFemando difu.
== Linden per llei 4/3

10'L : f g 5 BE i 9
10 10 10

Figura 4.16. Dades experimentals del nombre de Nusselt i el nombre de Rayleigh térmic (escales
logaritmiques), juntament amb els models comentats en el text que més s’apropen a les dades

experimentals.

La parametritzaci6 de Taylor (1988), encara que va ser proposada per a raons
d’estabilitat baixes, com ¢és el nostre cas, prediu uns valors molt més alts que els valors
experimentals donats. Aixi mateix succeeix per a la resta de parametritzacions, que van
ser proposades per a raons d’estabilitat més elevades (en general per a R, >3). Si en
I’equacid 4.21 considerem que la poténcia no ha de ser per forca Gnicament 1/3, 1 que
fins 1 tot hi pot haver una dependéncia per al nombre de Nusselt diferent d’una llei

potencial pura, hi ha diferents models, que ja hem presentat en el capitol 2 i que

contrastarem a continuacio.
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El model teoric per a la DDRD de Fernando (1989a i 1989b), analitzat en
I’apartat 2.4.1, considera dos régims convectius diferents: el régim difusiu i el de baixa
estabilitat, que anomenarem td i be. El réegim difusiu és caracteritzat per 6, > oy, on o,
1 0 son la mida de les interficies termica 1 salina respectivament. En aquest régim tota
la zona de les interficies manté un comportament de tipus difusiu. Tanmateix, amb una
rad d’estabilitat prou petita, com és el cas estudiat, I’autor proposa 1’aparicié6 d’un
régim, anomenat de baixa estabilitat (be), en que els remolins presents en la zona
convectiva poden arribar a entrar a la zona interficial. En aquest régim de baixa
estabilitat es pot assumir la igualtat entre les mides interficials amb 6, ~ o . Les lleis
potencials corresponents als régims del model de Fernando les hem donat en les
expressions 2.50a 1 2.50b, que recordem seguidament:

F89td: Nu=7x10"Ra"” Pr'? (2.50a)
F89be: Nu=4.7x10"Ra"* Pr'"? (2.50b)
Els dos régims del model de Fernando també s’han representat en la figura 4.16. Els
fluxos predits per al régim de baixa estabilitat, Nu, =5 1 Nu, =28, son els que tenen
més semblanca amb les dades experimentals que hem mostrat abans: Nu, =107 1
Nu, =34+21. Tal com es pot constatar en la figura 4.16, els valors predits pel régim

difusiu son forga més petits que els valors obtinguts experimentalment.

Les dades experimentals obtingudes també concorden raonablement amb els resultats
predits pels models de conveccié de Rayleigh-Bénard, almenys en el cas que la
difusivitat térmica sigui molt més gran que les difusivitats de les concentracions. Aquest
¢s el cas del model semiempiric de Kelley (1990), que també hem representat en la

figura 4.16, segons el qual:
Nu =(0.164+0.004) Ra,**"" (4.23)
Per al cas estudiat, aquesta llei preveu Nu, =19 1 Nu, =48, valors lleugerament

superiors als que s’han trobat experimentalment. Aquest model considera una capa
fronterera de la velocitat (amb cisallament), dins la qual es produeix basicament tota la
dissipaci6 d’energia cinetica. Aixi mateix, també considera que la capa fronterera de la

velocitat supera en mida la térmica.
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Finalment, també s’ha avaluat el model de Grossmann i Lohse (2000, 2001, 2002, 2003,
2004) per conveccidé RB. Aquest model, tal com hem comentat en l’apartat 2.3.1,
considera que entre les dues interficies existeix un “vent de turbuléncia”, que s’ha
d’entendre com 1’escala grossa de la turbuléncia. El model proposa lleis d’escala basant-
se en les equacions dinamiques, i a més distingeix entre vuit régims. Aquests régims son
determinats per la relaci6 entre la mida de la capa fronterera térmica i la de la velocitat, i
per la relacio entre les dissipacions d’energia cinctica turbulenta (&) 1 variancia térmica
(&;) dins 1 fora de les interficies. En la taula 2.1 es mostren els diferents régims, que

son anomenats pels autors régims /,, 1, II,, Il , IIl,, Il , IV,, IV, . La numeracid

u?’
romana (tal com es defineix en la segona columna de la taula 2.1) ens indica la regi6 on
es produeix la dissipacio; aixi per exemple, per als regims / dominen les dissipacions

produides a les capes frontereres ((s) 1 (¢,) ) sobre les produides en la regié interior

((¢) 1 (g,) ). D’altra banda, els subindexs / i u indiquen la relacio entre les mides

de la capa fronterera térmica (0, ) 1 la de la velocitat (o, ), de manera que / vol dir
0,<0,,1u 0,>0,.Els régims que prediuen de manera més encertada les nostres
dades son els regims IV, 1 IV, . En tots dos régims dominen les dissipacions en la regio
interior, pero el primer compleix o, <o, 1el segon o, > J, . Les lleis per al flux termic
en els dos casos descrits son:

IV, : Nu=443x10"Ra,"” Pr'? (4.24a)
IV, : Nu=0.038Ra,""” (4.24b)
El regim IV, prediu molt bé els fluxos, tal com es pot apreciar en la figura 4.16. Per a
les capes 1 1 2 aquest réegim dona els valors Nu, =10 1 Nu, =30. En canvi, el régim
1V, prediu els valors Nu, =6 1 Nu, =26, que sOn lleugerament inferiors als que s’han

trobat experimentalment, perd encara dins el marge d’error. Cal remarcar, tal com es pot

apreciar en la figura 4.15, que el regim IV, (expressio 4.24a) t¢ una dependencia

gairebé idéntica al régim de baixa estabilitat de Fernando (expressio 4.500).

Tal com es pot veure en la taula 2.1, el model de Grossmann també prediu bé el nombre
de Reynolds del “vent de turbuléncia” per a cada un dels reégims. Pel que fa als dos
régims estudiats, el nombre de Reynolds depén del nombre de Rayleigh en la forma

seglent:
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IV,: Re=0.036Ra,"”* Pr™"? (4.25q)

IV,: Re=0.16Ra,”” Pr™"? (4.25b)

A partir de I’estimaci6 de la velocitat convectiva caracteristica dins de cada capa, que
hem fet en I’apartat 4.3.3.2, podem calcular els valors experimentals dels nombres de

Reynolds del vent, que en el nostre cas son Re, =51 1 Re, =245. Els valors del
nombre de Reynolds predits per al regim [V , utilitzant ’expressi6 4.25b, son Re, =76
1 Re, =318, els quals també concorden molt bé amb els experimentals. Per al cas del
regim [V, els valors calculats a partir de I’expressio 4.25a son Re, =6 1 Re, =26, els

quals son lleugerament inferiors als valors experimentals, perd encara en concordanca
amb I’estimacid. Els autors proposen considerar estats de transicid entre els diferents
régims purs descrits, a partir de combinacions lineals de les lleis descrites en la
taula 2.1. Atés que els régims IV, 1 IV, donen prediccions acceptables sobre les
estructures convectives de tipus multidifusiu trobades a I’estany de Banyoles, sembla

raonable considerar que el sistema es pot considerar com un estat entremig entre [V, 1
1V, . Aquest estat estaria caracteritzat per la dominancia de les dissipacions en la zona
convectiva interior sobre els corresponents valors en les zones frontereres, pero també
per o, =, . Aixi mateix, 1 recordant les bones prediccions del model de baixa

estabilitat de Fernando, podem considerar que o, = J;.

Respecte a les mides dels esglaons, en 1’apartat 2.7 s’han donat dues dependéncies, la de
Turner (1965, 1968) i la de Fernando (1989a 1 1989b), les quals son determinades per

les expressions 2.43 1 2.50f, respectivament, que recuperem seguidament:

1/4

3
d=(Ra, /4 V(g“i ) . (2.43)
Kﬁ(gﬁ‘dC/dz)

1/2
d 125 (&%) S (2.500)
(gﬂ‘d?/dzj (1-r;')

El terme doble difusiu d’escala grossa gﬂdz/ dz , pensat per a un Unic camp de

concentracid, sera substituit en el nostre cas —triple difusiu— per
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gﬂa’?/dznL g;/dg/dz , que equiparem a — g(fAS +yAC)/ D . Aquest es pot calcular

exactament a la capa 2, on hem resolt ’estratificaciéo d’escala grossa —tal com hem

detallat en ’apartat 4.3.1—, i s’obté un valor de gﬂd?/dz+g7d2/dz =-1.3x107 572,
D’altra banda, utilitzant el flux convectiu que hem trobat per a la capa 2 en ’apartat

4.3.3.3, gaF, =5.6x10" m’ /s’ , ’expressi6 2.43 de Turner (amb Ra, ~1000) prediu

valors de la mida de la capa superiors al model de Fernando (equacio 2.50f), que dona
una mida de la capa de 0.73 m , i per tant superior a la mesurada de 0.49 m , tot i que del

mateix ordre.

Per tant, tot 1 els avencgos en la modelitzacio del flux, la determinaci6 del gruix dels
esglaons a partir de dades d’estratificacid d’escala grossa encara és un problema 1 per
tant continuem sense poder incorporar la fisica multidifusiva en simulacions

numeriques de barreja en sistemes aquatics naturals.
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RECOPILACIO I POSSIBLES
LINIES DE FUTUR

Resum

Aquest treball conté una part metodologica que ha requerit recorrer als fonaments de la
turbuléncia (capitols 1 1 2) 1 una part aplicada (capitols 3 i 4) en que els conceptes i
metodes introduits en els capitols 1 i 2 han servit per estudiar els processos convectius

en el fons d’un estany amb entrades d’aigua subterrania.

En general s’ha fet émfasi en la turbuleéncia i en la microestructura dels sistemes
aquatics naturals partint d’una aproximaci6é experimental. Per aixo s’ha utilitzat un
perfilador que ens ha permeés obtenir les fluctuacions turbulentes de la temperatura i el
cisallament de petita escala. A partir d’aquestes dades s’han posat a punt i s’han

optimitzat diferents metodes per caracteritzar la turbuléncia.

S’han ajustat els espectres unidimensionals obtinguts experimentalment per diferents
variables als corresponents models teorics dins el rang de les escales més petites, on
domina la dissipacié 1 les propietats son isotropes. De D’ajust de D’espectre del
cisallament 1 del térmic s’ha obtingut la dissipacio de l’energia cinética turbulenta, ¢ .

L’anomenada dissipacio de la variancia termica, &,, s’ha obtingut també a partir de

I’espectre térmic experimental.

Per ajustar els espectres s’ha utilitzat un metode automatic basat en I’estimacio de la
maxima versemblanca, el qual assumeix que la variabilitat estadistica de 1’espectre
experimental respecte del teoric és determinada per una distribucid khi quadrat. Com
que els espectres depenen de ¢, la determinacid de I’espectre teoric que mostra més

versemblanga amb 1’experimental permet trobar aquest valor dissipatiu.
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Els models teorics utilitzats per a 1’espectre térmic dins els rangs viscos convectiu i
viscés difusiu soén el de Batchelor —el que més s’ha utilitzat fins ara— i el de
Kraichnan —que s’ha comengat a utilitzar recentment—. A partir d’un primera analisi
hem observat que el model de Kraichnan dona valors de la dissipacio fins a un 30 %
més grans que el de Batchelor. Tot 1 aixi, en el treball que presentem sobre conveccid
multidifusiva —dins el capitol 4— hem continuat utilitzant el model de Batchelor,
emprat encara per la major part de la comunitat cientifica, i deixem per més endavant la
continuacio de I’analisi comparativa dels dos models, ja que cal un nombre molt elevat

de dades experimentals i que prevegin un rang de dissipacido més ampli.

En el context d’aquest treball s’ha obtingut la forma algebraica de I’espectre
unidimensional de Kraichnan, a partir del corresponent espectre tridimensional, tot
assumint condicions d’isotropia. Encara que 1’espectre tridimensional de Kraichnan va
ser proposat fa prou anys, encara no s’havia donat a la bibliografia el corresponent
espectre unidimensional. En aquest treball s’ha obtingut aquest espectre unidimensional,
el qual, adimensionalitzat segons els criteris donats al capitol 1, pren la forma:

£ - 22A0R)

k3

on ’espectre unidimensional d’un camp escalar (com la temperatura o la concentracid) i

A

el corresponent nombre d’ona se simbolitzen amb F, i1 k;, respectivament, 1 g ¢&s

I’anomenada constant turbulenta. En la seva forma dimensionalitzada, aquest espectre
depen també dels ritmes de dissipacid d’energia cinética turbulenta i de variancia de

I’escalar, aixi com de les propietats moleculars del fluid.

Respecte a la forma teorica de ’espectre del cisallament, s’ha obtingut numericament,
també dintre d’aquest treball, a partir del model d’espectre de I’energia de Panchev 1
Kesich. A diferencia del cas térmic, on I’espectre unidimensional es pot obtenir
analiticament a partir de 1’espectre tridimensional, 1’espectre del cisallament s’ha
d’obtenir per mitja d’eines numeriques a partir de 1’espectre de ’energia. En el context
d’aquest treball, un cop obtingut 1’espectre s’ha buscat un ajust analitic, de manera que

I’espectre de cisallament sorgit del model de Panchev i1 Kesich es pot escriure com a:

2 (/€3)= 0-9372]("30‘3748 exp(—6.01 1]€31.548)

cis
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on també I’espectre del cisallament, F_ , 1 el nombre d’ona unidimensional, k;, son

cis ?
donats com a variables adimensionalitzades. Aquest espectre, en la seva forma
dimensionalitzada, també depén del ritme de dissipacid de 1’energia cinética turbulenta i

de les propietats moleculars.

En aquest treball s’ha posat a punt I’ajustament automatic de l’espectre teérmic
mitjancant el metode d’estimacié de la maxima versemblanga. Tanmateix, coneixent ara
la formula de ’espectre de Panchev-Kesich, en futurs treballs es podria modificar amb

facilitat el procediment per fer I’ajust de 1’espectre del cisallament.

A partir dels perfils térmics mesurats durant set campanyes a 1’estany de Banyoles,
distribuides al llarg de quatre anys (del 1999 al 2002), s’ha estudiat el plomall convectiu
situat sobre el 1lit fluiditzat localitzat dins ’anomenada cubeta Bl. Aquest 1lit —resultat
del balang entre el flux vertical advectiu de particules a causa de 1’aigua que entra a
I’estany pel fons de la cubeta i el flux de sedimentacid de les particules— és més calent
que el fons de I’estany, i presenta una interficie superior molt localitzada (amb una
extensio vertical d’uns 10 cm) que separa una zona inferior calenta 1 térbola d’una de
superior freda i clara. En aquesta interficie, en que es concentren gradients importants
de temperatura i concentraci6 de particules, s’ha identificat matematicament un pla
horitzontal perpendicular al punt d’inflexié dels perfils térmics, o punt de maxim
gradient. Aquest pla ens delimitaria la part de la columna d’aigua on el flux de calor és
laminar del tipus advectiu difusiu —per sota del pla interficial— de la part en que el

flux és turbulent —per sobre del pla.

Aplicant el model advectiu difusiu per sota del pla interficial, s’han pogut obtenir el flux
termic 1 la velocitat del flux d’aigua entrant per les set campanyes esmentades. Aquests
valors coincideixen amb mesures fetes anteriorment seguint altres procediments. Aixi,
s’han trobat valors de la velocitat que van entre 4,0 x 10° m/s 1 6,9 x 10° m/s, amb un
valor mitja de (S+£1)10° m/s, i fluxos de calor que varien entre 10 i 200 W /m”,
depenent de les campanyes.

S’ha trobat una llei potencial que ajusta bé la dependencia del flux térmic, F,, amb

I’increment de temperatura entre la superficie interficial, 7;, i la zona interior de

I’estany  (hipolimnion), 7,. Aquesta llei, que ¢és determinada per
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F.= (2)(10’5 m/ SXTl ~T,), porta una poténcia p=1 en Iincrement térmic, en
concordanga amb la llei del refredament de Newton. Aquesta dependéncia potencial
s’ajusta molt bé a les dades experimentals, tot i que no considera el flux advectiu de
calor de manera explicita. Tanmateix, la dependéncia del flux térmic en la velocitat de
I’aigua ja és determinada implicitament per la temperatura que s’assoleix en el punt de

maxim gradient.

Alternativament, s’ha provat la dependéncia entre el flux térmic i el increment térmic
total, AT, aixd ¢és, s’ha considerat la diferéncia de temperatura entre el 1lit i la zona
interior de 1’estany. Aquest darrer cas no s’ajusta tan bé a una llei potencial, pero el grau
de correlaci6 es suficient per poder considerar-ho com una eina 1til per caracteritzar el
flux quan només es tinguin perfils de temperatura que no siguin d’alta resolucio. La
validesa d’aquesta segona aproximaci6 es basa en el fet que el rang dintre del qual varia
la velocitat del cabal subterrani és molt petit. Aquesta aproximacid en unitats del

sistema internacional 1 amb la temperatura en °C ¢és determinada per

Fy =(427x10 ¢ AT,

A partir de les mesures corresponents a una de les campanyes fetes a la cubeta I, s’ha
vist que a la part inferior del plomall existeixen intrusions laterals d’aigua freda de
diversos metres de gruix que ocupen una gran part de la superficie superior del llit
fluiditzat calent. En les zones afectades per aquestes intrusions, no es poden
desenvolupar grans plomalls convectius que afectin una gran part de la columna
d’aigua, sind que la dinamica convectiva se centra en aquestes capes intrusives on la

conveccio es pot considerar del tipus forcat a causa de la seva mateixa velocitat.

Considerant els perfils situats en una estacid central sobre una cubeta surgent no
afectada per les intrusions laterals, s’ha estudiat ’estructura de la columna d’aigua.
Aix0 s’ha fet calculant la transformada d’ondetes dels perfils de temperatura per
diferents escales compreses entre 10 1 200 cm . El modul d’aquests coeficients per a
totes les escales s’observa que decreix en altura (respecte de 1’origen del plomall) fins a
una fondaria comparable amb [’altura d’equilibri del plomall, per sota de la termoclina

estacional. Per tant, la descomposicié per ondetes dels perfils térmics es pot considerar
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un bon meétode per detectar 1’extensid vertical del plomall que no és observable

directament a partir dels mateixos perfils.

Considerant el modul al quadrat dels coeficients d’ondeta, s’ha fet una valoraci6 del
comportament de I’espectre térmic vertical (en unitats arbitraries) per a diferents zones
de la columna d’aigua afectades pel plomall convectiu. Concretament, s’han considerat
tres segments de longitud 4 m, des de la zona immediatament per sobre de la interficie
superior del llit fluiditzat cap a la superficie. Tot i que la disponibilitat de dades que
teniem fa que aquesta analisi no tingui prou significacio estadistica, es troba que en la
regi6 immediatament superior al plomall la dependéncia de 1’espectre amb el nombre
d’ona es pot aproximar a una llei potencial amb exponent -5/3, com ¢és el cas de
I’espectre d’Obukhov, per al subrang inercial. En canvi per al segment segiient, més
lluny d’on s’origina el plomall, si bé també es troba una dependencia potencial,
I’exponent s’acosta més al -7/5 de I’espectre de Bolgiano-Obukhov, per I’anomenat
rang de flotabilitat. De fet, és logic pensar que la regio propera a I’origen del plomall, i
per tant més energetica, presenti un comportament de tipus inercial (-5/3), i la regio
superior, no tan energetica i, per tant, dominada pels efectes de la flotabilitat, mostri un

comportament del tipus -7/5.

S’han estudiat les estructures multidifusives, més concretament de triple difusio, que es
van trobar en una de les campanyes efectuades sobre la cubeta BII —amb tretze
perfils—. Aquestes van apar¢ixer just per sobre del llit fluiditzat que es desenvolupa
només en anys plujosos 1 durant uns mesos a I’interior d’aquesta cubeta, que, durant
I’época d’estratificacid, queda arrecerada de la resta de 1’estany. Coincidint amb el
moment de maxima expansi6 del llit, 1 just per sobre de la lutoclina, va aparéixer una
estructura esglaonada respecte a 1’estratificacié de la temperatura, la salinitat i1 la
concentracio de particules. Concretament, la temperatura decreix en altura, de manera
que contribueix al perfil de la densitat com un camp inestabilitzador, 1 les
concentracions, que també decreixen en altura, fan un paper estabilitzador. Netament,

pero, la densitat mostra un comportament estaticament estable.

En aquest treball la definicio de la rad d’estabilitat, entesa com el quocient entre els
factors estabilitzadors i els inestabilitzadors en la variacid de la densitat en un escalod, i

utilitzada usualment en doble difusi6 (amb només un camp de concentracid), s’ha
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generalitzat al cas de triple difusio, introduint les contribucions estabilitzadores de la
salinitat i la concentracié de particules solides. Les raons d’estabilitat parcials de la
salinitat 1 les particules sén 0.97 1 0.15, respectivament. Per tant, el camp de
concentracio que contribueix més a estabilitzar és el que té la difusivitat més gran —la
salinitat—. Globalment, la ra¢ d’estabilitat és d’1.12. Les dades que es presenten en
aquest treball son les primeres que exhibeixen un comportament de triple difusiéo on un
dels camps estabilitzadors és la concentracio de particules solides. Aquestes particules,
de fet, es mantenen en estat estacionari gracies a 1’entrada subterrania d’aigua que les
manté en suspensi6 —ja que 1’adveccié en compensa la sedimentacio— i la seva

. .y . .y . . . . -11 2
dispersi6 hidrodinamica s’ha estimat inferior a 10 m™/s.

Les estructures escalonades consisteixen en una alternanca entre dues regions
convectives de 0.17+0.02 m 1 0.49+0.04 m, respectivament. Aquestes capes convectives
estan delimitades superiorment i inferiorment per interficies de temperatura i
concentracions prou abruptes, on es localitzem els corresponents gradients. Tanmateix,
s’ha pogut determinar el gruix de les interficies termiques superiors a cada una de les
capes, les quals son de 0.021+0.013 m 1 0.015+0.004 m. El gruix interficial corresponent
a les concentracions no s’ha pogut determinar per la relativa baixa rapidesa en la

resposta dels corresponents sensors.

Tradicionalment, pel que fa a les interficies térmiques, s’ha definit un nombre de
Rayleigh térmic interficial, considerant el salt térmic existent entre el gros de dos
escalons consecutius. En aquest treball s’ha proposat una nova definici6 basant-nos en
la idea que les interficies difusives es van expandint a partir del seu centre fins que
s’inestabilitzen. El nou nombre de Rayleigh de la interficie considera I’increment térmic

entre el centre de la interficie i la capa convectiva, aixo és, AT /2, de manera que es

defineix com a Rag =ga(AT/2)8; (vk;), on &, és la mida interficial lligada a

AT/2, de manera que &, =(AT/2)dT/dz),,, on el subindex int fa referéncia al

int °
gradient térmic calculat a la interficie difusiva. El nou nombre de Rayleigh de la
interficie que proposem s’ha calculat per als escalons multidifusius estudiats, i n’ha
resultat una distribucié de probabilitat amb una mediana i una mitjana 1000 i 2300,

respectivament. Aquests resultats son coherents amb la idea proposada per Turner,

segons la qual la mida de les interficies difusives termiques seria regida pel criteri
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d’inestabilitat que es dona precisament per nombres de Rayleigh de I’ordre de 1000, 1
que nombrosos treballs experimentals havien refutat. Tanmateix, com que aquesta
definicio del nombre de Rayleigh de la interficie, més acurada conceptualment, difereix
de la classica en més d’un ordre de magnitud (concretament, un factor 1/16), la majoria
dels treballs que es presentaven en contra de la idea de Turner ara la corroborarien.

Assumint un comportament difusiu a la part central de les interficies s’ha pogut
determinar el flux térmic, el qual, dintre de la variabilitat observada, es pot considerar
igual en les tres interficies difusives, indicant que el sistema es trobava en un estat
estacionari. En concret, els valors dels fluxos térmics obtinguts a la interficie superior
del 1lit fluiditzat i les interficies que delimiten els escalons convectius son,

respectivament, de (4.2+1.2)x10° C m/s, (2.8+1.9)x10° C m/s i (4.2+1.3) x10° C m/s.

A P’interior de les capes convectives, amb nombres de Rayleigh de I’ordre de 2 x 107 i
50 x 107, la monotonitzacio dels perfils de temperatura mostra una estratificacié de fons
lineal de 0.13+0.07 °C/m 1 0.04+0.02 °C/m. La coheréncia de les analisis posteriors
realitzades dintre d’aquest treball considerant aquesta estratificaci6 com a real —
determinacid dels espectres, calcul dels fluxos térmics turbulents— corroboren la seva

existencia, tot i que normalment no es considera.

Considerant els desplagaments verticals necessaris per monotonitzar un perfil térmic
mesurat, s’ha calculat ’escala de Thorpe per a les dues capes convectives, aixo ¢€s, la
desviaci6 quadratica mitjana (rms) dels desplagaments. Per a ambdues capes, s’ha trobat
que I’escala de Thorpe, que es considera com 1’escala caracteristica dels remolins lligats
a la turbulencia, és 3.5 vegades més petita que la mida de la capa. Aquest resultat s’adiu
amb altres estudis de laboratoris recents sobre la relacid de ’escala de Thorpe 1 la mida

del clap turbulent per al cas de la turbuléncia generada per cisallament.

Si calculem I’escala de Thorpe a partir dels desplagaments dins de segments més petits
que la mida de la capa, es troba que la distribucié acumulada de probabilitat segueix una
distribuci6 de Weibull amb valors del parametre d’escala de 0.05 1 0.15 m, per tant,
semblants a 1’escala de Thorpe de cada escald i amb un parametre de forma de 4.19 i

4.29, respectivament, cosa que indica una distribucio analoga en ambdoés escalons.

170



Recopilacio i possibles linies de futur

Considerant les fluctuacions de temperatura obtingudes sostraient el camp mitja
obtingut dintre de cada escald dels perfils mesurats, s’ha pogut determinar —per
primera vegada per al cas de multidifusio— 1’espectre unidimensional de la temperatura
en cada una de les dues capes turbulentes (gros dels escalons) i s’ha observat que
s’ajusta bé als models teodrics utilitzats normalment per al rang viscéds difusiu. Aquests
espectres s’han calculat fent la mitjana dels espectres corresponents a cada un dels tretze
perfils de la campanya i ajustant-los al model de Batchelor. Aixi, s’ha determinat que la
velocitat de dissipacio de I’energia cinética turbulenta per a cada escald ¢s de (3.8+2.1)
x 10” Wikg i (2.7+0.7) x 10” W/kg, considerant que la velocitat de dissipacié de la
variancia térmica és de (5.9£3.2) x 107 C¥/s 1 (5.943.2) x 107 C%s.

A partir dels valors de dissipacié de la variancia térmica 1 de ’estratificaci6 de fons,
s’han obtingut els fluxos térmics turbulents per a cada una de les capes, que s’ha trobat
que son de (2.3+1.2) x 10 em/s i (4.142.6) x 10 ¢m/s i per tant coincidents —dintre
del seu rang de variabilitat— amb els mesurats en les interficies difusives, la qual cosa

corrobora 1’estat estacionari del sistema quan es van fer les mesures.

A partir dels fluxos turbulents s’ha pogut estimar un valor caracteristic de la component

vertical del flux turbulent per a les dues capes, que sén w, ~3.10%m/s i

w, #5.10"m/s. Aquests valors, que estan d’acord amb I’escalat de Hunt per
conveccio, son com a minim dos ordres de magnitud superiors a la velocitat vertical que
resuspen el llit fluiditzat; per tant, podem parlar de la convencio turbulenta i de la
resuspensio del llit fluiditzat com a dos fenomens desacoblats.

S’han revisat diferents models per al flux térmic en conveccié de doble difusio,
incloent-hi models de convecci6 simple 1 de Rayleigh-Bénard, els quals la comunitat
cientifica accepta que son extrapolables a la conveccido de multidifusié sempre que la
difusivitat dels escalars estabilitzadors del sistema sigui molt més petita que la

difusivitat térmica (o d’altres elements desestabilitzadors).

S’ha vist que les dades obtingudes a Banyoles no s’ajusten bé a la dependéncia més
classica — Nu = C(R p)RaT”3— per cap de les parametritzacions més usuals de C

(introduides en el capitol 2), on Nu és el flux térmic adimensional (anomenat nombre
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de Nusselt), Ra, el nombre de Rayleigh termic i R, la rad d’estabilitat. Hom se sol

referir a la dependéncia esmentada com la llei dels 4/3, ja que, encara que la poténcia
sigui 1/3, quan es dimensionalitzen les variables apareix una dependéncia potencial amb

una poténcia de 4/3. Tot i aixi, la parametritzaci6 de C(R,,) que deriva del model teoric

introduit per Linden, considerant una llei del tipus 4/3, prediu uns valors del flux térmic

de Nu=14 1 40, d’acord amb les nostres dades experimentals amb Nu, =10+7 i

Nu, =34+£21 per al primer 1 segon escalo, respectivament.

Alternativament, s’han contrastat les previsions de models de convecci6 de doble
difusié. En aquest cas s’ha trobat que el model de Fernando per al cas de baixa
estabilitat —en que les interficies dels diferents escalars se suposa que tenen mides
semblants— prediu uns valors de Nu de 5128, que, per tant, tot i que son inferiors a la
mitjana observada, estan encara dins del rang de les nostres dades. Aquest model dona

una llei potencial amb el nombre de Nu amb un exponent p =1/2.

Pel que fa a I’aplicabilitat dels models de conveccid Rayleigh-Bénard a la doble difusid,
comprovem que la parametritzacié semiempirica de Kelley, en la linia de les
parametritzacions introduides per 1’anomenat grup de Chicago a partir de la decada dels
noranta amb p=2/7, prediu uns fluxos (Nu) de 19 i 48, superiors als valors
experimentals obtinguts, perd també dins del grau de variabilitat que presenten les

nostres dades.

També s’ha contrastat el model recent de Grossmann 1 Lohse de convecci6 de Rayleigh-
Bénard, el qual considera la possibilitat de I’existéncia de diferents régims purs —amb
les lleis potencials corresponents— 1 de regims hibrids entre aquests. Aquest model es
basa en I’existéncia d’un vent de turbuléncia o escala grossa de la turbuléncia. Entre els
diferents régims purs predits pel model de Grossmann, els anomenats IV, 1 IV,, tots
dos caracteritzats pel domini de les dissipacions dins la zona convectiva sobre les de les
interficies, son els que millor s’ajusten a les nostres dades. Concretament, el régim IV,
en que la interficie de velocitat es considera més gran que la térmica, prediu uns valors

de Nu de 10130, mentre que el regim [V, per al qual la interficie térmica és més gran

que la de velocitat, els valors predits son de 6 1 26, respectivament. La llei potencial que

172



Recopilacio i possibles linies de futur

prediu el régim IV, té un exponent p =1/3, amb un prefactor numeric independent de

les propietats moleculars, i per al regim IV,, p=1/2.

El model de Grossmann també prediu el valor del nombre de Reynolds corresponent al
vent de turbuléncia per a cada un dels régims. La informacidé extreta de la
microestructura térmica ens ha permés estimar el nombre de Reynolds del vent de
turbuléncia de 51 1 245 en el primer i segon escald, respectivament, mentre que els

predits pel model son de 76 1 318, 1 per tant, del mateix ordre que els observats.

Les prediccions de la mida dels escalons a partir dels gradients del camp mitja que fan
els diferents models difereixen considerablement de les nostres observacions. El model
de Fernando ¢€s el que dona els resultats que s’ajusten millor a les nostres observacions,
tot 1 que son quasi un 50 % superiors. En general, la limitaci6 dels models de doble

difusi6 per predir la mida dels escalons és un tema conegut.

Resultats

De forma més concisa, recopilen en aquest apartat els resultats més rellevants que ja
s’han comentat en el resum. Per aix0, en aquest apartat no els tornarem a esmentar sin6

que referenciarem el lloc d’aquest treball on els poden trobar:

1) S’ha obtingut I’espectre unidimensional (transversal) de Kraichnan per la
temperatura, que segons el nostre coneixement, no estava publicat (formula
3.12, plana 103).

2) S’ha trobat una forma analitica que ajusta 1’espectre unidimensional de
cisallament de Panchev-Kesich, que hem obtingut numericament (férmula 3.7,
plana 100)

3) En processos convectius multidifusius, hem proposat una nova definicid del
nimero de Rayleigh de la interfase, més acurada conceptualment per tal de
conciliar les dades experimental amb el model teoric de Turner de la interfase

difusiva en doble difusié (férmula 4.14, plana 143).
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Hem trobat que en els escalons convectius existeix un gradient térmic de fons
(plana 146, figura 4.12).

La distribuci6 de probabilitat de I’escala de Thorpe a dins del escalons —que és
0.3 vegades la mida dels escalons- segueix una distribucié de Weibull (figura
4.13, plana 148).

Hem vist que I’espectre de les fluctuacions de temperatura, obtingudes a partir
del perfil monoton de temperatura en els escalons convectius, s’ajusta amb prou
significacio estadistica al espectre universal de temperatura en els rangs viscos
difusiu 1 viscés convectiu. Aquesta és la primera vegada que s’ha aconseguit
resoldre 1’espectre turbulent dins dels escalons convectius (figura 4.14, plana
149).

Les nostres dades del fluxos turbulentes en un cas de conveccié multidifusiva,
corroboren el model de doble difusi6 de Fernando (dins el regim de baixa

estabilitat amb p =1/2) i el de Linden ( p =1/3 amb el prefactor dependent de
la ra6 d’estabilitat), aixi com els models per conveccié Rayleigh-Bénard de

Kelley (amb p=2/7) i de Grossmann —concretament, els régims IV,
(p=1/3)11V, (p=1/2). (apartat 4.3.4, plana 153).

Per tant, podem dir que les dades que es presenten donen suport a la utilitzacid
dels models de flux per convecci6 de Rayleigh-Bénard per al cas de doble
(triple) difusid6 quan les difusivitats dels elements estabilitzadors son
considerablement menors que la dels elements inestabilitzadors (difusivitat
térmica) (apartat 4.3.4, plana 153).

Finalment, les nostres dades mostren que 1’aplicacié de les parametritzacions
més usuals en oceanografia, utilitzant prefactors semiempirics per generalitzar la
llei dels 4/3 de la conveccio térmica simple al cas de la doble difusid, no ¢€s
adequada en el cas en qué la rad d’estabilitat és petita, excepte per la

parametritzacié de Linden (apartat 4.3.4, plana 153).

10)Pel que fa a resultats més concrets dels sistemes convectius estudiats a

Banyoles:
1) Els fluxos de calor geotérmic a través de la interfase superior del 1lit
fluiditzat de la cubeta BI, en condicions de estacionarietat, es poden

obtenir a partir de la formula 4.10 (plana 130) si es disposen de dades
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de temperatura estandard o de la férmula 4.7 (si es té prou resolucid
espacial en la temperatura de dins de la interfase).

i) L’abast del plomall desenvolupat a la cubeta I i la seva estructura es
pot determinar a partir de la descomposicié d’ondetes del senyal de
temperatura de la columna d’aigua (figura 4.7, plana 134)

iii)  Pel que fa al régim convectiu de tipus multidifusiu observat sobre del
llit fluiditzat de la cubeta BII, en la figura 4.15 (plana 151) s’han
resumit els resultats que obtingut al llarg d’aquest treball, descrits des
d’un punt de vista fisic, considerant tant 1’estructura fina como les

escales turbulentes.

Possibles linies de futur

Els resultats acabats d’exposar mostren, al nostre entendre, que hem assolit els objectius
que ens marcavem en iniciar aquest treball (plana 10 de la introduccid) i que
emmarcavem en dues categories diferents: a) sistematitzar el marc tedric-conceptual de
la turbuléncia per obtenir eines experimentals de tractament de dades adequades pel seu
estudi, 1 b) estudiar dos sistemes convectius presents a I’estany de Banyoles, un de tipus

plomall i I’altre del tipus multidifusiu.

Ja en aquell moment inicial, 1 tot 1 que ens plantejavem un treball tancat amb ell mateix,
voliem que aquest no fos un estudi aillat sin6 que, inserit dintre el grup de la Universitat
de Girona que treballa en turbuléncia, contribuis al progrés d’aquesta linia de recerca.
Aquest és el cas, sobretot, dels aspectes metodologics que s’han desenvolupat. D’altra
banda, pero, alguns dels resultats que hem obtingut obren altres portes que creiem
interessants d’explorar en el futur. Uns 1 altres aspectes els revisem seguidament de

forma breu.
a) Una primera analisi comparativa dels espectres turbulents de temperatura

experimentals mostra que s’ajusten bé tant al model de Batchelor com el de Kraichnan,

pero, en canvi, els valors de la velocitat de dissipacid de 1’energia cinetica turbulenta
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que es dedueix del millor ajust poden variar fins a un 30%. D’altra banda, no hi ha cap
argument teoric que justifiqui el valor de les constants universals i, si es vol un bon
ajust, s’han de considerar diferents en cada cas. Aquesta és doncs una linia de recerca

interessant que creiem que es podria abordar en un futur.

b) Tot i que no era un tema central dins d’aquest treball s’ha fet una petita analisi de
I’estructura del plomall convectiu que es desenvolupa sobre una de les cubetes de
Banyoles. Els resultats obtinguts semblen apuntar a quée [’espectre de temperatura
evoluciona al llarg del plomall de manera que en la seva base s’ajusta millor al model de

Obukov (k™) mentre que en la seva part superior al model de Bolgiano (k™"

), com de
fet sembla raonable si considerem que el plomall ascendeix fins al punt de flotabilitat
neutre on és d’esperar que 1’estratificacio afecti a la turbuléncia. Per confirmar aquest
comportament caldria, pero, disposar de més dades les quals es podrien obtenir en el
futur 1 fer un estudi més acurat de 1’estructura turbulenta del plomall. A més actualment
el grup esta treballant per obtenir mesures de turbuléncia en transsectes horitzontals que
ens permetria estudiar el comportament de 1’espectre tant en la direccio vertical com

horitzontal; segons la nostra comprensid de la dinamica turbulenta del plomall no ens

estranyaria, per exemple, que en el part superior del plomall I’espectre vertical seguis

7/5 5/3

una dependéncia com a (k""°) 1 en la horitzontal com a (k™). En tot cas, creiem que

sOn estudis interessants d’abordar en el futur.

c¢) Finalment, i en una vessant més tedrica, creiem que seria interessant la generalitzacio
dels nous models de conveccid (com el del vent de turbulencia) als sistemes
multidifusius. Aquest €s un pas logic, ja que la recerca en multidifusio ha anat sempre a

remolc dels desenvolupaments en la convecci6 de Rayleigh-Bénard.
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La mida de les particules dins les cubetes de Banyoles presenta una distribucid

logaritmica normal distribuida al voltant d’un diametre D =10um (Roget, 1987 1 1994;

Serra et al., 2002). Tot i que la velocitat de sedimentacid d’una particula esférica en
’aigua és ben descrita per I’anomenada velocitat de Stokes, la velocitat de sedimentacio
en una barreja real amb un gran nombre de particules no esta encara ben determinada, ja
que apareixen les anomenades interaccions hidrodinamiques entre les particules
(Batchelor, 1972; Brenner, 2001). En aquest apéndix presentem una revisié d’algunes
de les aproximacions existents de l’efecte d’aquestes interaccions hidrodinamiques
sobre la velocitat de sedimentacio de les particules en una suspensié (apartat A.2).
Abans, pero, en I’apartat A.l, presentarem ’aproximaciéo que hem utilitzat en aquest
treball de les propietats termodinamiques de les suspensions existents en el fons de les
cubetes de Banyoles, les quals es poden descriure com a llits fluiditzats. Del concepte de

llit fluiditzat també¢ en parlarem molt breument en aquest apendix, en I’apartat A.3.
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A.l. Propietats de la suspensio considerada en aquest

treball

La densitat de la suspensid de particules en aigua es pot escriure com:
p=dp,+(1-9)p, (A1)

On ¢ és la fraccid volumeétrica de particules, p, és la densitat de les particules (sense

aigua), que en el cas de I’estany de Banyoles val 2667 kg/m’ (Roget et al., 1994), i p,,

¢s la densitat de I’aigua (sense particules), que depén de la temperatura, la salinitat i en

molta menys mesura de la pressio, aixo és p (7,S,P). Aquesta tltima dependéncia és
molt ben coneguda, tant en el rang de salinitats oceanic (Fofonoff i Millard, 1983) com
en el limnologic (Chen i Millero, 1986). Alternativament, si en lloc d’utilitzar la fraccio
volumetrica utilitzem la concentracio C = p @, llavors la densitat de la suspensio és:

p=C+(1-C/p,) (A.2)

w

En tot cas, la densitat de la suspensi6 depén de la temperatura, la salinitat, la
concentracio de particules 1 la pressio, o(7,S,C, P), i en aquest text les unitats que hem
utilitzat per a aquestes variables son, respectivament, els graus Celsius (°C), les unitats
practiques de salinitat (practical salinity units o PSU), els mil-ligrams de particules per
litre de suspensi6 (mg/l) i els decibars. Els parametres definits a partir de les derivades
de la densitat respecte a les variables anteriors (exceptuant la pressid) son,

respectivament, el coeficient d’expansié térmica « 1 els de contraccié salina £ i de

particules y:

a=-p" (ap/aT)s,c,P (A.3a)
p=p" (ap/aS)T,C,P (A.3D)
y=p"(0p/0C), (A.3¢)

Expressions que, utilitzant la dependéncia A.2, es relacionen amb els corresponents

coeficients de I’aigua sense particules de la forma:

:&(1_£jaw ﬁ:&(l—g}ﬁw 7:1[1—&J (A4)
A P\ P I

on:
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aw = _pw_l (apw /aT)S,P (Asa)

B.=p, (0p,/0S),.,. (A.5b)

Aixi, per exemple, per a uns valors mitjans dins el rang de dades d’aquest treball, és a
dir (7,5,C,P)=(14°C, 0.8psu, 20mg/l, 35dbar), en qué la fraccié volumétrica
corresponent és ¢ =7.5ul/], tenim que p=1.0304x10°kg/m’, a=14x10"K",
L=78x10"psu" i y=6.3x10"1/mg, on el valor de » donat és coherent amb altres

valors mesurats en el rang limnologic (per exemple, Lerman et al., 1995).

Per a variacions petites en els camps escalars 77, § 1 C, I’equacié de la densitat
s’acostuma a linealitzar en la forma segiient:

p=poll—a(T=T))+ B(S = 5,)+7(C-C,)] (A.6)
de manera que es considera que I’efecte de les variacions de la pressié sobre la densitat
¢s negligible respecte a les variacions en les altres variables (incompressibilitat de
I’aigua). Els valors amb subindex O corresponen a un cert estat de referéncia amb
p(1,,S,,C,)=p,. L’equacid A.6 equival a I’equacio 1.2 en el cas de dues espécies

contaminants (N=2), la salinitat i la concentracio de particules.

Si volem estudiar una suspensié de particules com un medi continu, llavors la viscositat

pren un valor eficag (v) superior al que tindria el fluid sense particules (v, ), 1 és

determinada per:
5
1% :v0(1+5¢j (A.7)

Aquesta expressio és coneguda com la formula d’Einstein per a la viscositat eficag 1 és
aplicable dins un régim per al flux microscopic al voltant de les particules de tipus
laminar, per a particules de forma esferica 1 amb concentracions molt baixes, aixo és,

suspensions molt diluides (Landau, 1991). En el rang de temperatures d’aquest treball,
entre 10°C i 20°C, la viscositat cinematica de I’aigua varia entre 1.3x10°m’/s i
1.0x10°m* /s, i per a les concentracions de particules a gran part de 1’estany de

Banyoles, ¢ ~107°, no hi ha variacions significatives en el valor de la viscositat. Per a
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les concentracions donades a I’interior dels llits fluiditzats, ¢ = 0.1, la viscositat varia

en la segona xifra significativa i pren valors entre 1.6x10 °m* /s i 1.3x10°m* /5.

A.2. Equacio de transport de les particules

En general, en el cas de les suspensions de particules rigides i petites (en el nostre cas
microparticules) és habitual considerar que es compleix I’anomenada hipotesi del
continu 1 que les diferents magnituds fisiques de la suspensidé tenen un valor
macroscopic definit en cada punt de I’espai 1 el temps, en la forma d’una mitjana sobre
volums prou petits perd que contenen un gran nombre de particules. Amb aquesta
filosofia, ha estat possible considerar 1’existéncia d’una viscositat eficag, com la que es
doéna a A.7, que fa possible aplicar les equacions del fluid —conjunt d’equacions 1.1—

en el cas de suspensions de particules.

Tot 1 que volem estudiar el moviment de les particules dins el fluid des d’un punt de
vista macroscopic, el cas més senzill i per tant el punt de comengament de 1’analisi és el
d’una unica particula, que sedimentara amb 1’anomenada velocitat de Stokes, donada

per U,. Considerant, pero, que en la suspensio no hi ha una Unica particula, sin6 que

n’hi ha moltes, aquestes poden interactuar entre si per mitja del fluid que les envolta, en
que la sedimentacié d’una particula arrossegara el fluid i aquest podra afectar el
moviment de les altres, i reciprocament, tot reduint la velocitat mitjana de sedimentacid

respecte a U. Dit d’una altra manera, les particules seran afectades per interaccions

idrodinamiques. Per parametritzar aquest efecte, s’acostuma a considerar la relacid
hidrod P trit t efecte, s’ t d | 1

seguent:

Ut (9)=U, (1-9)’ (A.8)
On U_,(#) és la velocitat macroscopica de sedimentacié de les particules en una
suspensio amb fraccid volumeétrica ¢ . Aquesta relacid, purament fenomenologica, amb
p =5, és coneguda com la llei de Richardson-Zaki (Richardson 1 Zaki, 1954). Des d’un
punt de vista teoric, Batchelor (1972) va trobar que U, =U,(1-6.55¢) per al régim

de suspensions molt diluides, en correspondéncia amb ’expressié A.8 quan ¢ és prou
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petita. Les suspensions de particules analitzades en el capitol 4 tenen velocitats de

sedimentacio entre 10° m/s i 10~ m/s (Roget, 1987 i 1994).

En el cas d’una suspensio6 estratificada i en el cas de tenir un flux d’aigua ascendent amb
velocitat U constant, I’evolucié de la concentracié de particules es descriu segons
(Martin et al., 1995; Hofler, 2000; Mucha i Brenner, 2003; Segre i McClymer, 2004):

A9
ot 0z oz ¢ oz (A.9)
On C=C(z,t) depen de la coordenada vertical z 1 del temps, 1 x. és la difusivitat de la

concentracio, de la qual parlarem seguidament. L’equacid A.9 serveix també per a la

fraccid volumétrica ¢, jaque C 1 ¢ sOn proporcionals.

Quan la difusié que domina és de tipus brownia, aixo és, a causa de 1’agitacio térmica
del sistema, i aplicable en general a particules amb una mida per sota de la micra, la
difusivitat és determinada per la coneguda férmula d’Einstein «,, .. = k;T /(67v,p,a)
(Landau, 1991), on la constant de Boltzmann és k, =1.38x10J/K . Aquesta
expressio, per al cas de les particules dels llits fluiditzats de Banyoles, dona valors de
Kyouma = 4x107*m? /s . Tanmateix, quan en una suspensié les particules sén més

grosses que l’ordre de la micra, la seva difusivitat depen de les fluctuacions de la
velocitat, causada per la sedimentacidé de les particules, 1 aixi es parla de difusivitat
induida hidrodinamicament. Aquesta difusivitat se sol parametritzar com a

K, (#)=f(P)U,a, on la funcid6 f(¢) és creixent 1 pren valors de ’ordre d’1 per a
suspensions diluides (¢ < 0.1) (Martin et al., 1995, i Hofler, 2000). En el nostre cas,
agafant el valor de f =1, trobem «, =5x10""'m” /s . Aixi doncs, comparant x,, .. i
K, , velem que les interaccions hidrodinamiques dominen sobre I’agitacio térmica del

sistema. De totes maneres, cal dir que la dependéncia donada per la difusivitat en el cas
de les interaccions hidrodinamiques no és ni de bon tros definitiva, ja que darrerament

s’estan proposant dependéncies del tipus «,, (#,0¢/0z) (Mucha 1 Brenner, 2003), és a

dir, la difusivitat sembla que depen de la fraccié volumetrica i del seu gradient.
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A.3. Llits fluiditzats

Quan un flux vertical, ascendent i constant, d’aigua U travessa una regio de fluid amb
un llit consolidat de particules al fons, a partir d’una certa velocitat aquestes particules
es poden fluiditzar i sén arrossegades pel fluid, i en aquest cas es pot estudiar el sistema
aigua-particules com un continu que compleix les propietats estudiades fins ara en
aquest apéndix. En aquest cas parlarem de llit fluiditzat (Casal, 1984). Just abans de
I’inici de la fluiditzaci6, és a dir quan les particules formen un 1lit compactat, la fraccio
volumetrica, anomenada en aquest cas fraccié de maxim empaquetament, pren valors en

el rang 0.50 < ¢ <0.74. En particular, per a particules esferiques i si I’empaquetament

¢és del tipus BCC (body centered cubic, cos centrat en un cub), el valor ¢és de 0.68

(Ungarish, 1993).

Quan un cert nombre de particules es fluiditzen amb una ¢ determinadai U ,(¢) <U,

una zona molt homogenia amb particules s’expandeix amb un flux ascendent i igual a
F.=CWU-U,,),1per tant la fracci6 volumetrica es va reduint en el temps. Si aquest
procés s’esdevé de tal manera que el régim sigui laminar, la interficie, que separa la
zona térbola (normalment molt homogenia) de la zona superior neta de particules, estara
molt localitzada i1 sera prou abrupta. La reduccié de la fraccid volumetrica, durant el
procés d’expansio, implica un augment en la velocitat de sedimentacié (equacid A.8),

fins a arribar al valor U_,(¢)=U, moment en que la interficie deixa de pujar i

s’assoleix un régim estacionari.

En la figura A.1 podem veure un llit fluiditzat en fase d’expansi6 (esquerra) i fase
estacionaria (dreta), tal com ¢és el cas estudiat a I’estany de Banyoles, en el qual, tal com
comentem en el capitol 4, I’aigua entra verticalment per diverses cubetes coniques,

fluiditza les particules 1 forma llits fluiditzats.
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Figura A.1. A ’esquerra llit en expansié, on la velocitat de I’aigua U (blau) és superior a la de
sedimentacio de les particules U, (negre), i per tant la interficie té velocitat (gris). A la dreta, en

expansionar-se el llit s’ha reduit la concentracié fins al punt que la velocitat del fluid és igual a la

de sedimentacid i s’assoleix el régim estacionari.
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B.1. Propietats generals de I’homogeneitat estadistica

Recordem aqui les correlacions definides en el capitol 1 (1.9a, 1.9b 1 1.9¢), totes
dependents del temps, encara que hem prescindit de la dependéncia temporal explicita
per tal de simplificar la notaci6 1 hem considerat que sota homogeneitat estadistica tota

la dependénciaésa ¥ = X' —X:

__________________________________________________________

R, () =u, (D, () (1.9) |
CR=6meE) T ey
RO =0ONE (%9

Si avaluem 1.9a a —7 1 posteriorment canviem X per X +7 (ja que les correlacions no

depenen de x ), trobem:

R, (=F)=u,(X)u, (X=F)=u,(X+F)u, (X)= u,(Xu, (X+7)=R,, (F)
Aquest resultat és analeg al que tindriem amb 1.95 i 1.9¢ fent el mateix tipus de

raonament, de manera que podem escriure les propietats segiients:
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R, (F)=R,,(-7) (B.1a)
Ry, (r) = Ry, (=7) (B.1b)
Ry(~7) = u,(D)O(F) (B.1lc)

Llavors, si calculem la divergencia del tensor (1.9a), aixo és OR,, (¥)/Or,, tenim que:

Ry (F) _ 0 o 0 = 0uy(X)
gr,( ) :a—rlu,(x)um(x ) :_8_xlul(x)um(x ) :#l)um(x )=0

Considerant que 7 =X"—X, en el tercer membre de 1’expressié anterior s’ha canviat

0/0r, per —0/0x, 1 en el quart membre s’ha utilitzat la condicié solenoidal del flux

(apartat 1.3). D’altra banda, per oR,, (¥)/0r,, utilitzant 0/0r, = 0/0x],, tenim que:

m?>

I T(x)
2 = (O () =y (B, () =, () T2

m m m m

=0

I amb un procediment semblant trobem que OR,, / Or, és igual a zero.

Resumint, doncs, trobem que els tensors de correlacid compleixen les propietats

segients:
aIelm (7") — aIelm (V) — 0 (B2a)
or, or,
Hal?) _ (B.2b)
o,

D’altra banda, si recuperem ara les relacions amb transformades de Fourier (1.10),

(2 ) (1.10a)

E,p(k) = ﬁ [[[d°F Ry (F) exp(i kF)

Ry (F) = | j [d*k B,y (k) exp(i kF)
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trobem que el complex conjugat de E,, (lg) (simbolitzat amb una estrella) es pot

desenvolupar com:

oy 1 3 - LN "
£, 0)= 5 [[[d°F R, (F) exp(i kF) = E,, (<)
1 per tant és igual a (—E). Aquest complex, amb el canvi de variable ¥'=—7 a la

variable d’integracid 1 utilitzant B.1a, ens porta a:

T 1 3= =1 Y 1 3= — ) Q
E, (-k) = G [[[@7" R, (") exp(-i k7 ):(27[)3 [[[@*7 R, (") exp(-i kF") =E,,, (k)

Llavors, comparant les expressions anteriors, obtenim les propietats segiients:

E, (k)=E, (-k)=E,, (k) (B.3a)

De manera similar, utilitzant 1.106 1 1.10c es pot demostrar el mateix per a £, (l€) 1

E, (lg):
E,%,*(l;) = Eee(_lg) =Eg (l;) (B.3b)
E,' (k) = Eq (k) (B.3c)

r

Es important remarcar que la propietat B.3c, aixd és I’equivaléncia entre aplicar el

complex conjugat i fer una inversi6 de signe de k,la compleixen tant les transformades

de Fourier calculades a partir de correlacions entre el mateix camp (£,, 1 E,,) com les
calculades a partir de correlacions creuades com E,. A partir de B.3a veiem que E), (lg )
—traca del tensor— és una funci6 real que compleix E (—lg) =E, (lg), propietats que
també son aplicables a E,,. Els espectres unidimensionals definits en I’apartat 1.8

també son funcions reals 1 funcions parells, en forma genérica F(k;)=F(-k;),

propietat que es pot demostrar amb un procediment similar al que hem utilitzat per

arribar a les expressions B.3.

Considerant doncs B.3a 1 B.3h, si recordem les definicions dels espectres

tridimensionals,
E(k) = f§dQ,E, (k) /2 (1.12a) |
E, (k)= ﬁkoE%,(/E) (1.12b)
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trobem que E(k) 1 E,(k) son funcions reals de variable real, fet que no es pot afirmar

respecte a £, (k).

Finalment, en aquest apartat demostrarem les propietats que lliguen la integral dels
espectres de dissipacid amb les dissipacions totals, aixo és 1.16a i 1.16b. Per aixo
recordem les definicions corresponents a les dissipacions d’energia cinética turbulenta i

de la variancia de ’escalar:

Amb 1.10a 1 B.2a podem escriure:

%FI(F) =i[[[k,E,, (k) exp(iki)d*k =0

I utilitzant 1’ortogonalitat del conjunt exp(ilg?) podem afirmar que kE (l;) és un

Im

vector nul. Una demostraci6 gairebé identica ens porta a afirmar que &, E (l€) també és

Im

nul, i per tant podem escriure la propietat segiient:

k,E, (k)y=k, E, (k)=0 (B.4)

També¢, amb I’objectiu de buscar relacions que lliguin els espectres amb aquestes
dissipacions, considerarem la segiient correlacié tensorial d’ordre 4, desenvolupada

utilitzant 1.10a:

ou,(x) ou, () o0 & —— O
(D0, (X) _ 00 e @y = u @, @)=
ox, ox, ox, Ox, or,or,
(B.5)
_alem(?)

"o - [[[ B, Bk, e, explikr)dk

A B.5 hem tornat a utilitzar el fet que en condicions d’homogeneitat estadistica la
dependéncia de les correlacions és a rF=Xx'—X, i per tant podem utilitzar
0/0r, =—0/0x, 1 0/0r, =0/ 0x, . Si avaluem la darrera expressio a 7 =0 trobem:
ou,(X) ou,,(X) _ Py 37
o j j j E,,(k)k,k,d’k (B.6)

De manera que podem desenvolupar la definici6 de ¢ en la forma:
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£mv Zz Z: v 5x ox. —mG E,(O)d*k+v[[[E,; )k ke, d’k =

= kazdkj':f dQ E, = 2ka2E(k)dk
0 0

On el segon terme del tercer membre és zero per a B.4. Llavors, utilitzant la definicio
d’espectre tridimensional (1.12a), trobem que la velocitat de dissipacio de ’energia en

turbuléncia homogenia és:

! Ou. ou.
! —L L =2y | k*E(k)dk 1.16
T o o VJ “© (1.16)

Analogament, per obtenir la dissipacid de variancia podem desenvolupar la correlacio
segiient, aplicant un desenvolupament semblant al que ens ha portat fins a 1.16a:

00(x) 06(x'
ox,  Ox,

I obtenim finalment:

™
S
|
[\
A
S
—
b
Ty
S
~
B
=
=
~
—_—
—
N
S
~

B.2. Evolucio temporal de I’espectre de I’escalar

A fi d’obtenir I’evolucié temporal de [’espectre d’un escalar, recordem 1’equacid

d’adveccio-difusié d’un camp escalar ® generic (1.1c o 1.1d):

0,200, _2 .0 )

ot ox, ox,\ Ox,

I considerarem el camp mitja de 1’escalar — ®(z) — estacionari i amb una estratificaciod

vertical lineal, donada per un gradient constant, d® / dz = ct . Aixi mateix, considerarem

el camp mitja de la velocitat també estacionari i amb estratificacio vertical lineal en la
forma (171 (z),0,0) i dU, /dz constant. El segon terme del primer membre de B.7 es pot

escriure també com a U,00/0x,, en virtut de la incompressibilitat del flux.
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Seguidament apliquem la descomposicié de Reynolds, ® =0 +6 i U, =U, +u,. Per
tant, I’equaci6 B.7 avaluada en dos punts diferents, X i X', sera:

— - = — By 2 Y
COLD) | CORDED, 4y (5,01 46), 4T () S50 = E D) (B3a)
ot ox, z ox, Ox,0x,

-7 —/ -/ 2 =
09(F1) | DO D (F0) 048/ LT,z )8‘9( 1) _ 000D gy
o ox! Ox,;0x;,

Si llavors multipliquem B.8a per #(X',#) i hi sumem el producte de B.8b per 8(X,t), i

finalment fem la mitjana, tenim que:

00(%,1) . _, 00(X',1)
(a O(x',t)+0(x,1) Py ]

{a%(mmu,me@')) (G )u,@')e(x))}

X
+46/ (i, (DO + 1, IO 1+ (B.9)
(U (229G 2:9( 0 7 (205 gf(x ,t)J _

e 0’0(%)0(x") N 0 O(X)O(X'
Ox,0x;, Ox,0x,

El primer terme del primer membre de B.9 és igual a 0R,, (¥,t)/ 0t .

Pel que fa al segon terme del primer membre de B.9, podem definir la segiient

correlacid de tipus vectorial, formada per tres camps avaluats en dos punts de 1’espai:

Ripy (F) = u, (X)O(X)OX’ (B.10)

De manera que:

L (OO + -2 (1, (F)OG)O)) =
X, Ox,
-2l DO+ (DHOE)AC) =
" on (B.11)
O W @O®OG + )+ (0 (DOEOG 7)) =
or, or,

0
a_r,(

= Rigy (F) + Ry (7))
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El tercer terme del primer membre de B.9 també es pot reinterpretar utilitzant la

correlacio definida a 1.9¢:

' R, (F) = O0(F)u, (X +7) (1.9¢) 1
lavors 77T T I I
40/, (O, () + 0w ()= 9/ (Rys(~7)+ Ry (7)) (B.12)

El quart terme del primer membre es pot desenvolupar escrivint el perfil lineal de la

velocitat mitjana com a U, (z) = C + (dlz /dz)z, on C i dU,/dz tenen valors constants:

0 (08000 (30000
ox, Ox,
_ — \OR,, (¥,1) 71, \ORg (Fot)
= (C+ZdU]/dZ)8—rl+(C+Z dUl/dZ)G—rl_ (B.13)
= —1,(d0, /dz)%
1

Finalment, per al terme de la dreta de la igualtat B.9 tenim que:

y 0°0(X)0(X') N 0°0(X)O(x") |
Ox,0x, Ox,0x,

2

= =2 (00 + 00 )= (B.14)
rion,
- O’R,y (V1)

oo,

=2

Llavors, si substituim B.11, B.12, B.13 1 B.14 a B.9, trobem 1’equaci6 per a 1’evolucio

temporal de la correlacio de I’escalar:

M=i(ng(?,t))—Rm(—F,t))—lrlg(dUl /dZ)M_
ot o, o,

7% - - O’R,,(¥,1)
A8 (Ryy(F1) = Ryy (-F1))+ 2 220200

or,0r,

(B.15)
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D’altra banda, per obtenir I’equacid de I’evolucié temporal de 1’espectre, considerem les

transformades de Fourier de la correlacidé R, ,(7) —definida a continuacid en

I’expressio B.16— i la transformada de R, (7), definida a 1.10c i anomenada E,, (lg) .

1 (e T
P [[[d*F Ry (F) exp(=i k7) 516

R (1) = ”Id3l€ Ego (];) exp(i 1;7_;)

Eln949 (I;) =

Aixi, expandint les correlacions que apareixen a B.15 amb les corresponents integrals de

Fourier (1.106, B.16 1 1.10c), obtenim:

dU, 6E99(l€)

OE,, (k) . O E (i -
T_zk,(Ema(k) Ego( k))+ dz ok, k (B.17)
O (B, () + Eyn ()~ 2667 ()

A B.17 el segon terme de la dreta de la igualtat s’ha trobat després d’integrar respecte a
k, per parts, assumint que E,, (lg) és zero quan k; — too. Sabem que E,, (lg) €s una
funcid real de variable real, cosa que no podem afirmar respecte a E,,, (lg) 1 E, (lg) ,
que en principi sén funcions complexes de variable real. Perd, com que tots els
espectres compleixen la propietat generica E *(lg):E (—lg), podem afirmar que el

primer i el tercer terme del segon membre de B.17 son funcions reals.

També amb la idea d’obtenir I’expressid per a la variacid temporal de l’espectre

tridimensional de I’escalar, definim els espectres de transferéncia 7, (k) 1 producci6 de

variancia de ’escalar P, (k) —que son funcions reals—:

OF ()

Ty(k) = ifﬁ;dgkkz (Em(lg) ~Eigy (_lg))"' dU/dZ ﬁ;dgk Ok,

k, (B.18)

Py (k) =40/ {02, (£, (F) + E,, () (B.19)

L’espectre de transferencia (B.18) té un primer terme que descriu I’intercanvi d’energia
entre els diferents nombres d’ona (mida de remolins), com a resultat d’interaccions
entre aquests nombres, 1 un segon terme que conté el gradient de la velocitat mitjana
com a multiplicant, el qual descriu l’intercanvi d’energia com a resultat de la

deformacio dels remolins per part del camp mitja.
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D’altra banda, I’integrant de I’espectre de produccid (B.19) és igual al doble de la part
real de E,, (l;); per tant, recordant la tercera component de 1’espectre del flux de

I'escalar £}, ;(k,t) —definita 1.12¢— trobem:

P,(k) =246/, Re[E,,, (k)] (B.20)

De manera que, amb la condicié de normalitzaci6 1.13¢ 1 la definicié de J, en la taula

1.3, tenim que la produccid total de variancia compleix:

__________________________________________________________

Llavors, si integrem B.17 respecte a tot I’angle solid, utilitzant la definicio de ’espectre

tridimensional de ’escalar (1.1250) 1 B.18 1 B.19, tenim que:

%:Tg(k,t)—2/<k2E9(k,t)+P9(k,t) (1.14b)

__________________________________________________________

B.3. Evolucio temporal de ’espectre de ’energia

La demostracio de I’evolucidé temporal de I’espectre de 1’energia no la desenvoluparem
amb detall en aquest treball, pero les linies generals es poden trobar a Hinze (1975), on
es presenten desenvolupaments similars als que hem efectuat en 1’apartat anterior,

partint de I’equaci6 1.1 i utilitzant els mateixos camps mitjans que abans, 1 es troba:

" OE(k,t)

= T(k,t) - 2k>E(k,t) + P, (k,t) + P, (k1) (1.144)

On T(k) és I’espectre de transferencia —igual que a B.18—, el qual conté un terme

sorgit de la interaccid directa entre els remolins de diferent mida i un altre on esta

implicat el camp mitja de la velocitat:

i - : 1 dU,
1) =L a0 (B, ()~ By B, +5 90 a0k 08, o B2)

On:
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A,=8,-kk Ik’ (B.22)

n

I E (l;,t) ¢s la transformada de Fourier de la correlacié de tres camps avaluats en dos

Imn

punts de I’espai i definit en la forma:

Ry, (F) =u,(Xu,, (X) u, (X +7) (B.23)

Tornant a 1.14a, Py (k) és I’espectre de producci6 per cisallament, que es defineix com:

P (k)= —9U /dZ §do, £,,() (B.24)

On recordant 1.10a 1 la definicidé de la produccid per cisallament J¢ en la taula 1.2

_________________________________________________________

Finalment, P,(k) és I’espectre de produccid o destruccid per flotabilitat, que es pot

escriure a partir de la tercera component de I’espectre del flux de I’escalar, £ F93(l€),
definit a 1.12¢, aplicat al cas de la temperatura, E; , (lg) ,1a la concentracid de I’especie

’19 ZZF;S (k;):

P, (k) = gaRe|E, ,(k)|- B, RelE,.; (k)] (B.25)

Amb B.25 1 la condici6 de normalitzaci6 1.13, integrant trobem la produccié o

destrucci6 d’energia cinetica per efectes de la flotabilitat, aixo és J,:

B.4. Isotropia. Espectres unidimensionals

Encetarem aquest apartat verificant 1’expressio 1.38, és a dir, la forma isotropa de la

transformada de Fourier del tensor correlacié de velocitats, aixo és E,, (k). Aixi,
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considerant I’estructura isotropa E, (l€) = A(k)Jo,, + B(k)k,k,, amb la propietat B.4

m?2

tenim que kk, E, =0 i pertant B=—A4/k". Llavors, amb la definicié de I’espectre
tridimensional E(k) a 1.12a, tenim que E(k)=2xk>(3A+Bk*), i per tant

A=E/(4nk*) i B=—E/(47*), que dona:

E, (k)= fgz) (5 k’kmj (1.38)

Continuem ara demostrant I’expressido 1.41b, que és de gran importancia perqué ens
permet trobar 1’espectre transversal de la velocitat a partir de 1’espectre tridimensional
(en condicions d’isotropia). A partir d’1.10a podem desenvolupar la correlacid

transversal (1.34b):

g() = (R0, = [[[ 4K By () expli kyr) =

= [ dkyexpli ke )| [ diedk, E,, () (B.26)

De manera que, si ara considerem la definicid de ’espectre transversal a 1.395, trobem:
b 9

(ky) = 2{ [ dk,d, E,, (k) (B.27)

[I ans

Recordant la  forma 1isotropa 1.38 per al tensor FE, (lg), llavors

E, (l€) =E(k)(k* - kl2 Y/(47k*). A continuacié desenvolupem la integral B.27 en
coordenades polars planes, canviant k,,k, per les variables radial ( p) i angular (¢ ), on

k, = pcos(p) 1 k, = psin(p) , amb element de superficie dk,dk, = pdpdp, i el nombre
d’ona total k, i es compleix k’=p>+k,°. Amb aquest canvi,

(k> —k,*)=k,* + p* sin’ (), i per tant podem reescriure B.27 en la forma:

(kz kMo -

pdp(zk +p?)

E(k) E(k)
(k,) = 2”dkdk4 Mk —k2)=2 j

t rans

(B.28)

* E(k
:2-([47;(3

p]@ +p?

Per obtenir I’tltim membre de B.2&8 hem utilitzat:

27

J.sin2 (p)dp=r

0
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Tot 1 que I'altim membre a B.28 en principi €s una integral respecte a p, fent un canvi

de variable amb k*> = p* + k32 i considerant (21(32 +p2)=(k* + k32 ), llavors:

'

~
EN
S
|
| =
t
~
=~
p—
T/
[
‘»
w
(3]
Q
=
~
[—
~
p—
>~
p—

Seguint procediments semblants als que hem utilitzat per trobar 1.41b, podem trobar
també les expressions 1.4la 1 1.47, corresponents respectivament a [’espectre

longitudinal i el del camp escalar:

' F (k) )‘TE,((k)(l‘%]dk (1L41a)
Fg(k3)=TE9k(k)dk (147)

L’espectre de cisallament F, (k;) definit a 1.49 es pot escriure en funcié de ’espectre

(IS

transversal, F

trans

(ky) . Per demostrar aquesta dependéncia considerem 1’expressio B.S5,

— - .

amb els indexs /=m=1 1 n=p=3, juntament amb X'=X+7 i F:(O,O,r3), 1la

definici6 de la correlacio transversal f

cis

(r,) a 1.48, de manera que:

Ou, (X) Ou,(X")
Ox;

S (r3) = ( ] = .[.”E”(lg)/g2 exp(ikyry)d’k =
7=(0,0,13)

(B.29)
= [ dk k* explik,rs) [[ dkydk, E,, (1) = j di,kF,  (ky)exp(iksry)

A T’tltim membre hem utilitzat ’expressio B.27 per a I’espectre transversal. Aixi,

comparant B.29 amb la transformada de Fourier 1.49, trobem que:

F.(k)=k’F, (k) (1.50)

[}
[}
1 cis trans
1

Utilitzant procediments semblants als que ens han portat fins a 1.50, podem demostrar

que I’espectre del gradient de ’escalar F,,(k;) és:
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Finalment, per demostrar 1.52, és a dir la relacidé entre la velocitat de dissipacio

d’energia cinetica turbulenta i I’espectre del cisallament, considerem el primer i el

segon membre de B.28, que, multiplicats per k32 i integrats entre 0 1 o, donen:
T 2 15 E(k) 2
[ o bty = a2 ik, 3k k)

Per obtenir el segon membre s’ha aplicat el fet que els espectres son funcions parells.

Seguidament, canviarem la integral de volum de coordenades cartesianes a esfeériques,

amb d’k = dkdQ, , i trobarem:

IE

Per a la integral del segon membre de 1’expressio anterior respecte a 1’angle solid s’ha

E(R) (2, 2) 2 _ [ E(K) 2 2} 2_ 470

e (€ =2, —!‘dk e ffac, (k> ~ &7k, —E'!.k E(ydk  (B30)
fet el canvi de coordenades k, =k sin(@)cos(¢), k, =ksin(@)sin(¢) i k, =kcos(d),
juntament amb dQ, =k’ sin@d@dep, i s’ha integrat la colatitud € (que no s’ha de

confondre amb el camp escalar) entre 0 i 7,1 1’azimut ¢ entre 0 i 27 . Finalment, si

comparem 1’expressié B.30 amb 1.16a tenim:

gzgv'[Fm(dek} (1.52)
1 0 1
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APENDIX C
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C.1. Sistema dinamic de Lorenz

El sistema dinamic de Lorenz es pot obtenir a partir de les equacions per a la conveccio
bidimensional presentades en el capitol 2 —equacions 2.7a 1 2.7b— en condicions

térmiques pures (Ra, =0):

190 g 10¥0 10¥0 VY = —Rar.% (C.1a)
Pr ot Pr 0z ox Pr ox oz ox

(C.1b)

0 _ Yo o¥o), o
ot 0z Ox Ox Oz Oox

on la funcid de corrent ¥ es defineix coma u=0¥Y/0z, w=-0¥/0x, 1 la vorticitat
(Q=0w/0x—0u/0z) compleix 2=-V*% . Aqui, pero, 1 a diferéncia de I’apartat 2.2,
no negligirem els termes quadratics. Pel que fa a @, €s la desviacid de la temperatura 7
respecte a I’estat estacionari purament difusiu (lineal amb 1-z), aix0 és

T=(1-2)+6.

Simbolitzant amb < > la mitjana respecte a la direcci6 horitzontal x, descomponem &
en una part mitjana <9>(z,t) , dependent de z 1 ¢, més les corresponents fluctuacions,

0'(x,z,t), amb mitjana horitzontal nul-la, en la forma 9=<9>+9', de manera que
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T(x,z,t)= (l—z)+<6?>(z,t)+9'(x, z,t). Aixi doncs, la temperatura mitjana pren la forma
<T >(z,t) = (1—z)+<9>(z,t). Llavors, el camp térmic, la seva fluctuacié i la funci6 de

corrent es poden escriure en forma de series de Fourier:

Y(x,z,t)= iXm (t)sin(mz) sin(xﬂ/\/z) (C.2a)
(0)(z,1) = i Z (t)sin(mnz) (C.2b)
0'(x,z,t) = i Y, (t)sin(mzz) cos(x /~/2) (C.2b)

m=1
on kv =mnx(m=123,..) é el nombre d’ona vertical 1 k, és el nombre d’ona
horitzontal, que fixem a k, =x/ V2, és a dir el nombre d’ona més inestable
(apartat 2.3). Els coeficients de les series de Fourier, X, (¢), Y (t) 1 Z,(¢), depenen

del temps, fet que en principi implica que I’evoluci6 temporal del sistema estara
determinada per un sistema dinamic amb espai fasic d’infinites dimensions. Els termes
de les series C.2 son basicament identics al desenvolupament en modes normals 2.13 —
utilitzat per a I’estudi de I’estabilitat lineal—, amb la diferéncia que 1’evolucid temporal
¢és determinada per funcions diferents d’una exponencial. Tanmateix, com que per a

valors del nombre de Rayleigh lleugerament superiors al critic 1’nic mode inestable €s
el corresponent a k, =/ V2 i k,=mmx amb m =1 (apartat 2.2.1), podem considerar

truncar les series C.2 en un cert m. Tal com van veure Saltzman (1962) i Lorenz (1963),

si trunquem C.2 a m =2, per a valors de Pr =7 1 Ra, lleugerament superiors al critic,
els unics coeficients que no s’esmorteixen en el temps son X,(¢), Y, (¢) 1 Z,(¢).
Llavors, si definim unes noves funcions X(¢), Y(¢) 1 Z(t), en la forma X, =-3X,
Y, = J2y mr) i Z, ==Z/(mwr), i introduim el parametre » = Ra, /Ra, amb el nombre

de Rayleigh critic, Ra,, =277"/4 =658, trobem que la descomposicié C.2 s’escriu

com:
W(x,y,2,1) = -3X ()sin(z)sin(mc /2 ) (C.3a)
(0)(z,1) = —iZ(t) sin(27z) (C.3b)
r
0'(x,z,1) = QY(t)sin(ﬂz) cos(m/+2) (C.3¢)
wr
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1, per tant, la variable X(¢) descriu I’amplitud del moviment convectiu, Y(¢) la
diferéncia térmica entre corrents ascendents i descendents, i Z(¢#) representa les

desviacions del perfil térmic mitja respecte al perfil lineal estacionari en regim difusiu

(Lorenz 1963).

Finalment, si substituim les solucions C.3 a les equacions C.1 obtenim el conegut

sistema dinamic de Lorenz en 1’espai fasic (X, Y, Z):

X =Pr(-X+7) (C.4a)
Y=-XZ+rX-Y (C.4b)
7Z=XY-bZ (C.4c)

on el sobrepunt indica la derivada respecte al temps, el qual s’ha escalat com a

r=37%t/2,1 b=8/3. Per tant, d’acord amb les equacions C.4, els dos parametres de
que depén el sistema (en el cas convectiu) son el nombre de Prandtl, que considerarem

Pr =7 per al’aigua a 20°C, i la raé del nombre de Rayleigh (7).

Resumint, doncs, el sistema dinamic de Lorenz representa un sistema convectiu
simplificat, ja que surt després de truncar a 1’espai de Fourier la soluci6 general i, per
tant, tal com comenta Lorenz (Lorenz, 1963), aquestes equacions donen resultats
realistes quan el nombre de Rayleigh supera lleugerament el seu valor critic (» no gaire
més superior que 1), ja que per a valors superiors de » la resta de nombres d’ona
tindran un pes important i el truncament no és gens valid. Aixo és, per a valors de r
prou grans, la tridimensionalitat 1 1’existéncia d’un continu d’escales espacials prenen
un pes determinant (turbuléncia) 1 aquest model no té validesa. A més, en general, no hi
ha solucions analitiques per a aquest sistema i, per tant, cal resoldre’l numericament.
Tot 1 aixo, larticle de Lorenz titulat “Deterministic non-periodic flow” (Lorenz, 1963)
va representar un punt d’inflexio respecte a la filosofia i1 els metodes per enfrontar-se a
tot un conjunt de problemes amb alta complexitat, i en particular sense periodicitats, i
amb alta sensibilitat a les condicions inicials, els quals es van assimilar amb el temps al

concepte de caos determinista.

Com a exercici, 1 en el marc d’aquest treball sobre conveccid, hem integrat
numericament les equacions C.4 i hem obtingut 1’evolucié del sistema en funcié del

nombre de Rayleigh (o de 7). Aixi, pera 0 <7 <1 i passat un cert temps, s’assoleix en
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forma asimptotica la soluci6 X =Y =Z =0, en concordanca amb el fet que I’estat
caracteritzat pel camp de velocitats nul i perfil térmic lineal (purament difusiu) és
estable per a valors del nombre de Rayleigh inferiors al critic. Per a valors de
1 <r<24.74, la soluci6 anterior és inestable i es formen cel-les estacionaries, per aixo
s’anomena conveccio estacionaria. I passat aquest valor critic (per a » > 24.74) les tres
variables oscil-len en el temps, en principi de manera periodica, perd a mesura que
s’incrementa el nombre de Rayleigh s’assoleix un comportament no periddic i altament
sensible a les condicions inicials (caos determinista), que en 1’espai de fases presenta
una estructura complexa i amb propietats fractals (atractor estrany) (Solé¢ 1 Manrubia,

1996). Per ultim, la transicié al régim plenament turbulent es produeix en el cas de

’aigua per a Ra, ~10° o bé r ~100.

R E— ——CI, per 1e[0,26.83]
R Pl @ Cl pert=26.83
o W Cl, per t=26.83
Bl - T A CI per =26 83 )
. . . SN : : !

4047

k4

Figura C.1. Atractor estrany pel sistema dinamic de Lorenz, per a 7 = 30 (comportament cadtic),

en ’espai de fases (X Y, Z ) , per a les condicions inicials comentades en el text.

En la figura C.1 s’ha representat I’evolucié temporal del sistema (integrat
numericament) per a r =30, aix0 ¢és, en el rang de comportament cadtic, per a tres
condicions inicials molt proximes i arribant fins a un cert temps final (7 =26.83). La
proximitat d’aquestes condicions inicials fa precisament que en la figura C.1 aquests

punts coincideixin a prop de (0,0,0). Més concretament, les condicions inicials
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utilitzades, que anomenarem CI;, CI, i CI;, tenen coordenades en 1’espai fasic:
CI, =10"(1,L1) (cercle), CI, =102(LL1) (quadrat) i CI,=10"(L,1,1) (triangle).
Tanmateix, arribats al mateix temps final, la posicié del sistema és molt diferent per a

es tres condicions inicials (rodona, quadre i triangle) 1 mostra 1’anomenada sensibilita
les t d 1 dona, d t | tra I’ d bilitat

a les condicions inicials.

El flux de calor adimensionalitzat, Nu (apartat 2.3), es pot calcular a la placa inferior
(z=0), considerant només la contribuci6 difusiva —ja que a z=0 la contribuci6

convectiva és nul-la—, a partir del perfil mitja de la temperatura (adimensional), donat

per (T)(z,t) = (1-2)+(0)(z,1), i ’equaci6 C.3b, i s’obté:

=
Nu=-| 2L =142Z@)/r (C.5)

0z

El seu valor, havent fet la mitjana en el temps, s’ha representat a la part esquerra de la
figura C.2, en funcié de r per a les tres condicions inicials que apareixen en la figura
C.1. Una propietat important és que, per a les tres condicions inicials esmentades, les
corbes de flux de calor estan exactament encavalcades. Aixo és, el flux de calor, com a
magnitud estadistica que és, no depén de la realitzacié o condicio inicial que utilitzem,
sempre que aquestes siguin prou petites (fluctuacions inicials). Noteu que aquesta

simulacid correspon al rang de Ra, petits de la figura 2.8. A la part dreta de la figura
C.2 s’ha representat la mitjana temporal del perfil termic, <T >(z, t) per a diferents valors
de r, comengant pel comportament purament difusiu (7 = 0.5 1 1), cel-les estacionaries
(r=151 24), fins a arribar al comportament caotic (=25, 50 i1 100). El perfil
térmic mitja s’ha obtingut a partir de CI,, perd no mostra diferéncies respecte a les
altres dues condicions inicials (CI, 1 CI,). El tipus de perfil tipic en el cas turbulent

(7 >100) no ha sortit de la simulaci6 numerica, pero ’hem incorporat en la figura per
completar-la. Es important remarcar la petita davallada del flux térmic en la figura C.2
(esquerra), una vegada s’ha entrat a la regi6 de caos (7 = 24.7). Aquest canvi de réegim

coincideix amb una reduccio en I’amplitud del perfil térmic, tal com es pot constatar en

la figura C.2 (dreta).
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3
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Figura C.2. A P’esquerra, flux de calor no dimensional Nu en funcié del parametre de forcament
r=Ra,/Ra, ,pera r<100. A la dreta perfil del camp mitja térmic per a diferents valors de

v

Aquest canvi de comportament ha estat constatat i estudiat per Vadasz (2001),
juntament amb la histéresi produida quan s’utilitzen condicions inicials més grosses que
les que hem utilitzat en aquest apartat dins la zona de transici6 al caos, aixo €s, quan es
fa evolucionar en el temps el sistema diverses vegades amb valors diferents de r,
aplicant com a condicions inicials el resultat final de la darrera simulaci6 efectuada.
D’aquesta manera, el fet d’augmentar r i posteriorment reduir-lo, en el diagrama r-Nu,

produeix un cicle d’histeresi.
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